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1 EINFÜHRUNG 

1.1 WOMIT BESCHÄFTIGT SICH DIE PHYSIK?  
Ihren Ursprung findet die Physik in den Beobachtungen der Naturphilosophen der Antike. Auch der 

Name Physik stammt aus dem Griechischen (𝜑𝜐𝜎𝜄𝜍 = Ursprung, Naturordnung, das Geschaffene) und 

beschäftigt sich nach Aristoteles mit der Lehre von der körperlichen, materieerfüllten Welt1. Ihre 

Methoden und Modelle haben sich über die Jahrhunderte weiterentwickelt und insbesondere seit dem 

17. Jahrhundert eine Bedeutung für unseren Blick auf die Welt erlangt, welcher heutzutage nicht mehr 

wegzudenken ist. 

Physics is one of the most fundamental of the sciences. Scientists of all disciplines use the 

ideas of physics, including chemists who study the structure of molecules, 

paleontologists who try to reconstruct how dinosaurs walked, and climatologists who 

study how human activities affect the atmosphere and oceans. Physics is also the 

foundation of all engineering and technology. No engineer could design a flat-screen TV, 

an interplanetary spacecraft, or even a better mousetrap without first understanding the 

basic laws of physics. (...) You will come to see physics as a towering achievement of the 

human intellect in its quest to understand our world and ourselves“ 2 

Bei der Physik handelt es sich also um eine der fundamentalsten Wissenschaften überhaupt, deren 

Überlegungen und Erforschungen immense Auswirkungen auf unser Leben haben. Vieles davon 

erscheint uns aus heutiger Weltsicht zwar trivial, aber in der jeweiligen Zeit, in der die 

zugrundeliegenden Gedanken entstanden, waren diese Überlegungen oft genug revolutionär. Es ist 

also keineswegs untertrieben zu behaupten, dass die Physik die Basis für sämtliche 

Technikwissenschaften legt und ihre Konzepte das Fundament für die Beschreibung technischer 

Sachverhalte legen. 

1.2 NATURGESETZE 
Die Physik hat sich in einem Punkt frühzeitig von anderen philosophischen oder 

geisteswissenschaftlichen Disziplinen abgesetzt. In vorbildlicher Weise für die modernen Natur- und 

Technikwissenschaften werden aus Beobachtung von Phänomenen in der Natur Gesetze abgeleitet 

und in der Sprache der Mathematik formuliert. Dies bildet den Kern einer Theorie, d.h. einer 

Modellvorstellung zur Beschreibung der Natur, welches durch Experimente überprüft werden kann.  

Diese Modelle decken aber bis heute immer nur einen bestimmten Bereich der Beschreibung der Natur 

ab. Die Suche nach der alles vereinenden Theorie ist immer noch im Gange und bis zu ihrer Entdeckung 

lohnt es sich, sich mit den Grenzen der Gültigkeit der Gesetzmäßigkeiten zu beschäftigen. 

1.3 GÜLTIGKEIT VON PHYSIKALISCHEN GESETZMÄßIGKEITEN 
Idealerweise gelten physikalische Gesetze überall im Universum unabhängig von Ort und Zeit. 

Experimente werden aber meist unter speziellen Umständen durchgeführt, so dass sie erst einmal nur 

 
1 Im Gegensatz zur Metaphysik, die sich nach Aristoteles (384 – 322 v.Chr.) mit dem auf die Physik folgenden 

Themenkreis befasst (Strukturen der ideellen Welt, ihren Prinzipien und Möglichkeiten) 
2 Young, H.D.; Freedman, R.A. (2014). Sears and Zemansky's University Physics with Modern Physics Technology 

Update (13th ed.). Pearson Education. ISBN 978-1-292-02063-1. 
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unter diesen Umständen gültig sind und für andere Umstände überprüft bzw. verallgemeinert werden 

müssen. Das gilt z.B. für Längenskalen (von 10−35𝑚  zu Lichtjahren) oder Geschwindigkeiten (von 

0 𝑚/𝑠  bis zu Lichtgeschwindigkeit). Entsprechend kann man verschiedene Teilbereiche der Physik 

anhand der betrachteten Geschwindigkeit 𝑣  im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit  𝑐  und der 

Teilchenenergie 𝐸 und -frequenz 𝑓 im Vergleich zum Planck’schen Wirkungsquantum einteilen: 

Klassische Physik (𝒗 ≪ 𝒄; 𝑬 𝒇⁄ ≫ 𝒉) 

Längen- und Geschwindigkeitsskala, auf der sich Vorgänge abspielen sind so klein, dass Laufzeiten von 

Signalen vernachlässigt werden können. Der Parameter Zeit ist für alle Objekte (Positionen) gleich und 

die Masse unabhängig von der Geschwindigkeit.  

Relativistische Physik (𝒗 ≤ 𝒄; 𝑬 𝒇⁄ ≫ 𝒉) 

Wegen der endlicheren Ausbreitung der Signalgeschwindigkeit läuft Zeit in verschiedenen Inertial-

systemen unterschiedlich ab. Die Masse wird geschwindigkeitsabhängig. Alle physikalischen Größen 

sind im Rahmen der technischen Möglichkeiten mit beliebiger Genauigkeit messbar. 

Quantenphysik (𝑬 𝒇⁄ ≈ 𝒉) 

Eine Messung physikalischer Größen auf dieser Skala ergibt eine statistische Verteilung von 

Messwerten (Einzelmessung kann nicht vorhergesagt werden) und bestimmte physikalische Größen 

können nur diskrete (gequantelte) Werte annehmen. 

Obwohl die klassische Physik uns augenscheinlich im Alltag am häufigsten begegnen dürfte, muss man 

dennoch nicht lange suchen, um technische Anwendungsbeispiele zu finden, welche ohne die 

modellhafte Beschreibung der relativistischen Physik oder der Quantenphysik nicht technisch nutzbar 

wären. Als Orientierungshilfe folgende Beispiele: 

• Klassische Physik (Apfel fällt vom Baum, Mensch sitzt auf Stuhl) 

• Relativistische Physik (GPS-Ortung, Astronomie) 

• Quantenphysik (Halbleiterbauelemente, Laser) 

Analoge Bereiche der Gültigkeit ergeben sich auch für andere Bereiche der Physik, z.B. in der 
Elektrodynamik. Außerdem ist es bei der Anwendung physikalischer Gesetzmäßigkeiten wichtig, die 
getroffenen Vereinfachungen (Modellannahmen) zu kennen. Einige davon, z.B. die Annäherung eines 
Objektes als Massenpunkt und die spätere Verallgemeinerung zum starren Körper werden uns in den 
folgenden Kapiteln begegnen. 

1.4 PHYSIKALISCHE GRUNDGRÖßEN 
Einige physikalische Größen wurden bereits genannt (Länge, Geschwindigkeit, Energie …), obwohl 
diese erst in späteren Kapiteln definiert und eingeführt werden. Hinter der Wahl der physikalischen 
Größen und Einheiten verbirgt sich ein Schema, welches, vollkommen im Sinne der Physik, einen 
universellen und wohldefinierten Ansatz verfolgt.  

Denn noch vor wenigen hundert Jahren war es üblich, dass fundamentale Größen wie Länge, Gewicht 

oder Zeit in stark unterschiedlichen Einheiten und Zahlensystemen kommuniziert worden sind. Schnell 

wurde jedoch erkannt, dass dies dem sicheren Austausch von Informationen abträglich ist und es im 

praktischen und theoretischen Sinne hilfreich ist, wenn alle über das Gleiche reden und das Gleiche 

meinen. Erste Gehversuche zur Standardisierung finden sich z.B. am Augsburger Rathaus. Hier finden 

sich noch heute die bis 1871 gültigen Längeneinheiten als Referenznormale angeschlagen, damit die 

Händler in der Stadt ihre Vergleichsnormale daran angleichen konnten. Das hatte den Vorteil, dass 
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zwar niemand mehr so leicht „über den Tisch gezogen“ werden konnte, aber dennoch waren immer 

noch sehr viele verschiedene Maßeinheiten für die Angabe einer Länge gebräuchlich. 

Erste nachhaltigere Bestrebungen zur Standardisierung begannen im 20. Jahrhundert und mündeten 

final im 1960 ratifizierten und international anerkannten SI-System (Système International d´Unités). 

Dieses legt sieben Basisgrößen der Physik mit ihren zugehörigen Einheiten fest (s. Tabelle 1). 

Tabelle 1: Physikalische Basisgrößen im SI-System 

Basisgröße  Basiseinheit  

Symbol Bezeichnung Symbol Bezeichnung 

𝒕 Zeit 𝑠 Sekunde 

𝒍 Länge 𝑚 Meter 

𝒎 Masse 𝑘𝑔 Kilogramm 

𝑰 (Elektrische) Stromstärke 𝐴 Ampere 

𝑻 (Thermodynamische) Temperatur 𝐾 Kelvin 

𝒏 Stoffmenge 𝑚𝑜𝑙 Mol 

𝑰𝑽 Lichtstärke 𝑐𝑑 Candela 

 

Die Auswahl dieser Basisgrößen ist keinesfalls zufällig, sondern ergibt sich aus den Überlegungen zur 

Genauigkeit, mit der physikalische Größen (Observable) gemessen werden können (s. Abschnitt 1.6). 

Für diese Basisgrößen können absolute (Zahlen-)Werte als Referenz direkt aus der Natur abgeleitet 

werden. 

Der Längenbereich der Physik überstreicht z.B. von der Größe von Elementarteilchen (10−18𝑚) bis zu 

kosmologischen Dimensionen (10+25𝑚) sensationelle 43 Größenordnungen. Es hat sich daher zur 

einfachen Darstellung der Zahlen das Zehnerpotenzsystem etabliert. Parallel dazu sind im SI 

sogenannte Präfixe für den Potenzraum von 10−24  bis 10+24  festgelegt worden, die im 

Sprachgebrauch der Physik fest verankert sind (s. Tabelle 2). 

Tatsächlich reichen in der Mechanik nur drei der sieben Größen zur Beschreibung der Welt bereits aus. 

Den Größen Länge, Zeit und Masse kommt daher im Folgenden eine besondere Bedeutung zu. Es ist 

aber dennoch zweckmäßig, die anderen vier Größen bereits jetzt zu definieren, da die daraus 

abgeleiteten Einheiten damit leichter zu fassen sind3. 

Eine grundlegende Änderung des SI wurde erst kürzlich in 2019 durchgeführt. Sämtliche Einheiten 

werden seitdem nun auf Naturkonstanten zurückgeführt, die universell und unabhängig von den 

verwendeten Messmethoden sind, wohingegen bis zur Reform von 2019 das SI nur auf den 

Definitionen der sieben Basiseinheiten basierte. 

Betrachten wir also die sieben Basisgrößen mit ihren Einheiten nun etwas genauer. 

1.4.1 Zeit 

In unserer realen Umgebung finden Veränderungen statt, denen wir unterscheidbare Ereignisse 

zuordnen.  Das sukzessive stattfinden von Ereignissen wird mit dem Vergehen von Zeit assoziiert. Der 

Beobachter ordnet Ereignisse nach Beobachtung ein und legt damit eine zeitliche Reihenfolge fest.  

Um eine Standardzeitspanne zu definieren, kann man den (zeitlichen) Abstand zwischen zwei 

Ereignissen benutzen. Dafür eignen sich insbesondere periodisch wiederkehrende Ereignisse, wie z.B. 

Jahreszeiten (z.B. Zeitspanne zwischen zwei Wintern), höchster oder tiefster Sonnenstand, verursacht 

 
3 German, S.; Draht, P.; Handbuch SI-Einheiten, Vieweg, Braunschweig, 1979 
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durch Neigung der Erdachse gegen Ekliptik (Sonnenwende: Zeitspanne: 1 Jahr) oder Sonnenaufgang 

und Sonnenuntergang (Zeitspanne 1 Tag). Solche Zeitmessungen gehören zu den ältesten Zweigen der 

Astronomie, und waren bis in die jüngste Vergangenheit auch bezüglich ihrer Genauigkeit führend.   

Tabelle 2: SI-Präfixe 

Symbol Name Wert (Potenz, Zahl, Zahlwort) 

Y Yotta 1024 1.000.000.000.000.000.000.000.000 Quadrillion 

Z Zetta 1021 1.000.000.000.000.000.000.000 Trilliarde 

E Exa 1018 1.000.000.000.000.000.000 Trillion 

P Peta 1015 1.000.000.000.000.000 Billiarde 

T Tera 1012 1.000.000.000.000 Billion 

G Giga 109 1.000.000.000 Milliarde 

M Mega 106 1.000.000 Million 

k Kilo 103 1.000 Tausend 

h Hekto 102 100 Hundert 

da Deka 101 10 Zehn 

— — 100 1 Eins 

d Dezi 10−1 0,1 Zehntel 

c Zenti 10−2 0,01 Hundertstel 

m Milli 10−3 0,001 Tausendstel 

μ Mikro 10−6 0,000.001 Millionstel 

n Nano 10−9 0,000.000.001 Milliardstel 

p Piko 10−12 0,000.000.000.001 Billionstel 

f Femto 10−15 0,000.000.000.000.001 Billiardstel 

a Atto 10−18 0,000.000.000.000.000.001 Trillionstel 

z Zepto 10−21 0,000.000.000.000.000.000.001 Trilliardstel 

y Yokto 10−24 0,000.000.000.000.000.000.000.001 Quadrillionstel 

 

Als Maßeinheit der Zeit hat sich die Sekunde (1𝑠) historisch ergeben. Ursprünglich wurde sie anhand 

eines „Sonnentages“ definiert, was die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden unteren 

Kulminationen (Scheitelpunkten) der Sonne ist, d.h. zwischen Mitternacht und darauffolgender 

Mitternacht.  

Man bemerkte jedoch bald, dass die Länge des Sonnentages jahreszeitlichen periodischen 

Schwankungen mit bis zu 30𝑠 unterliegt. Die Zeitspanne variiert, da die Bahngeschwindigkeit der Erde 

um die Sonne unterschiedlich ist, je nachdem, auf welchem Punkt der Ellipsenbahn sich die Sonne 

befindet. Um dies auszugleichen, wurde die Sekunde anhand des mittleren Sonnentages festgelegt, 

d.h. 1𝑠 =  1/86400 eines mittleren Sonnentages. 

https://de.wikipedia.org/wiki/Potenz_(Mathematik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Zahl
https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlwort
https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrillion
https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlennamen
https://de.wikipedia.org/wiki/Trillion
https://de.wikipedia.org/wiki/Billiarde
https://de.wikipedia.org/wiki/Billion
https://de.wikipedia.org/wiki/Milliarde
https://de.wikipedia.org/wiki/Million
https://de.wikipedia.org/wiki/Tausend
https://de.wikipedia.org/wiki/Hundert
https://de.wikipedia.org/wiki/Zehn
https://de.wikipedia.org/wiki/Eins
https://de.wikipedia.org/wiki/Zehntel
https://de.wikipedia.org/wiki/Prozent
https://de.wikipedia.org/wiki/Promille
https://de.wikipedia.org/wiki/Parts_per_million
https://de.wikipedia.org/wiki/Milliardstel
https://de.wikipedia.org/wiki/Zehnerpotenz#Billionstel
https://de.wikipedia.org/wiki/Billiardstel
https://de.wikipedia.org/wiki/Zehnerpotenz#Trillionstel
https://de.wikipedia.org/wiki/Trilliardstel
https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrillionstel
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Periodisch wiederkehrende Ereignisse treten aber auch bei Schwingungen auf und können verwendet 

werden, um Standardzeitspannen zu definieren. Beispiele sind das Fadenpendel oder das physikalische 

Pendel (s. Abschnitt 2.7.1). Das Intervall zwischen zwei Zuständen mit größter Auslenkung des Pendels 

oder dem Nulldurchgang des Pendels wird als Standardzeitdauer gewählt. Auf der Basis solcher 

periodischen Ereignisse konnten erste mechanische Zeitmessgeräte (Uhren) konstruiert werden, z.B. 

Pendeluhren oder Armbanduhren mit Feder, die heutigen Bedürfnissen für exakte Zeitmessungen 

allerdings nicht genügen. 

Eine höchst genaue Definition der Sekunde erfolgte durch Atomuhren, die Cäsiumatome verwenden. 

Anschaulich funktioniert das wie folgt: 

Jedes Cäsiumatom agiert wie ein kleiner Kreisel, der sich mit einer bestimmten Frequenz dreht und 

dessen Drehachse in eine bestimmte Richtung zeigt (es gibt in diesem speziellen Fall nach 

Quantenmechanik nur zwei mögliche Richtungen). Mittels eines sich drehenden Magnetfelds kann 

man die Richtung des Kreisels umkehren, wenn die Drehfrequenz des Magnetfelds der des Kreisels 

entspricht. Diese Frequenz gibt das Zeitnormal vor und kann mit einer Genauigkeit von ≤ 10−14 

gemessen werden. Die damit gültige Definition der Sekunde ist: 

Eine Sekunde (1𝑠) ist das Zeitintervall, während dessen die Cäsiumuhr 9192631770,0 

Schwingungen macht. 

Die Zeitmessung wird also in Wahrheit auf eine Frequenzmessung zurückgeführt, was die Bedeutung 

von periodischen Vorgängen in diesem Kontext nochmals unterstreicht. 

1.4.2 Länge 

Die Angabe einer Länge erfolgte für lange Zeit durch Vergleich mit einer Standardlänge. Am Anfang 

war dies das 1875 in Paris festgelegte (Ur-)Meter aus einer Platin-Iridium Legierung, welches bei einer 

Temperatur von 0°𝐶 anhand zweier Marken die Länge eines Meters besitzt. Es stellte sich aber heraus, 

dass diese Standardlänge nicht wie ursprünglich geplant der Länge von 1 / 40000000 des Erdumfangs 

entsprach. Es zeigte sich eine Abweichung von 0,02%, was einer maximalen Genauigkeit von 10−6 

entspricht, d.h. einem Absolutwert von 1 / 1000 𝑚𝑚. Deshalb wurde 1960 als neues Längenormal die 

orangene Wellenlänge des Krypton-Isotops 86 gewählt, wobei die Betriebsbedingungen der 

Kryptonlampe definiert wurden. Diese Wellenlänge lässt sich mit einer Genauigkeit von 3 ∙ 10−8 

messen, was schon eher den modernen Anforderungen genügte. Mit der Reform 2019 wurde die 

direkte Definition der Länge aus der Geschwindigkeit des Lichts (Naturkonstante) wie folgt festgelegt: 

Das Meter (1𝑚) ist die Länge der Strecke, die das Licht im Vakuum während des Zeitintervalls 

(1/299792458)𝑠 durchläuft. 

Mit der Festlegung der Lichtgeschwindigkeit existiert damit eine eindeutige Beziehung zu einer Länge, 

wenn ein Zeitintervall mit hinreichender Genauigkeit gemessen werden kann. Wie bereits in Abschnitt 

1.4.1 diskutiert besteht der Vorteil gerade darin, dass Zeiten mit sehr hoher Genauigkeit gemessen 

werden können. 

1.4.3 Masse 

Als dritte Grundgröße wird die Masse eines Körpers gewählt. Der physikalische Begriff Masse wurde 

Mitte des 17. Jahrhunderts geprägt, als Johannes Kepler, Galileo Galilei, Isaac Newton, Christiaan 
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Huygens (und andere) mit dem Studium der Bewegungen von Körpern auf der Erde und am Himmel 

die Grundlagen der modernen Naturwissenschaften legten. Wie bei den Längeneinheiten waren über 

viele Jahrhunderte verschiedene Maßeinheiten gebräuchlich um die Masse (umgangssprachlich 

Gewicht) eines Körpers anzugeben. Erst mit dem Urkilogramm aus Platin-Iridium wurde 1795 ein 

international anerkanntes, übergreifendes Vergleichsnormal geschaffen. Wie bei den beiden 

vorherigen Basisgrößen wird diese Herangehensweise den heutigen Anforderungen nicht mehr 

gerecht (zumal das Urkilogramm mittlerweile zudem mehr als 50µ𝑔 Masse eingebüßt hat) und es 

wurde in der Reform des SI eine direkte Ableitung der Masse aus dem Planck`sche Wirkungsquantum 

festgelegt: 

Das Kilogramm wird definiert, indem die Planck-Konstante ℎ genau auf 6.62607015 × 10-34 [J s] 

(𝐽 =
𝑘𝑔 𝑚2

𝑠
) gesetzt wird, wobei die Definitionen des Meters und der Sekunde berücksichtigt werden. 

Anders als die anderen Basisgrößen trägt die Masse in ihrer Basiseinheit schon das Präfix „kilo“ in sich.  

1.4.4 Stoffmenge 

Um die Abzählbarkeit der Dinge sicherzustellen ist es hilfreich, eine Basisgröße für diesen Zweck 

festzulegen. Diese „Dinge“ sind im Kontext der Physik vor Allem Teilchen, wie z.B. Atome, Moleküle 

oder Elektronen. Dazu wurde zunächst eine Verknüpfung mit Naturbeobachtung so hergestellt, dass 

die Stoffmenge von 1 𝑚𝑜𝑙 als Menge der Atome in 0,012 𝑘𝑔 des Kohlenstoffnuklids 𝐶12  festgelegt 

wurde. Offensichtlich nimmt dies wiederum Bezug auf eine bestimmte Materieform (von praktischen 

Problemen beim Messen der Masse und dem Abzählen der Atome ganz abgesehen), so dass mit der 

Reform in 2019 eine direkte Ableitung aus einer festgelegten Naturkonstante beschlossen wurde: 

1 𝑚𝑜𝑙 entspricht der Stoffmenge von genau 6,02214076 ∙ 1023 Elementarteilchen. Diese Zahl ist der 

feste Zahlenwert der Avogadro-Konstante 𝑁𝐴, ausgedrückt in der Einheit 𝑚𝑜𝑙−1. 

1.4.5 Temperatur 

Als nächste Basisgröße wird die Temperatur eingeführt und mit der Einheit 1 Kelvin (1𝐾) festgelegt. 

Sie ist nach dem in Belfast geborenen Ingenieur und Physiker William Thomson, 1. Baron Kelvin (1824-

1907), benannt. Neben dem Ampere ist sie eine der zwei Basiseinheiten, welche unmittelbar mit dem 

Namen von Naturwissenschaftlern verbunden ist, die einen essenziellen Beitrag in diesem Umfeld 

geliefert haben. Bei den abgeleiteten Größen (s. Abschnitt 1.5) setzt sich diese Tradition fort, wobei 

manche der Namensgebungen sogar im SI verankert sind, andere eher dem Jargon der 

wissenschaftlichen Gemeinschaft entspringen4. 

Ursprünglich wurde die Temperaturskala anhand des Gefrierpunkts von Wasser unter 

Normalbedingungen festgelegt. Eine genauere Definition der Skala wurde 1954 durch den Tripelpunkt 

von Wasser formuliert, d.h. unter Normalbedingungen entspricht dies gerade einer Temperatur von 

273,16𝐾. Der wesentliche Beitrag von Lord Kelvin bestand in der Erkenntnis, dass es einen absoluten 

Nullpunkt der Temperaturskala geben muss, der nicht unterschritten werden kann. Die Schrittweite 

der Einheit Kelvin orientiert sich jedoch weiterhin an der traditionellen Definition der Fixpunkte 

Gefrierpunkt von Wasser (0°𝐶 = 271,16𝐾) und Siedepunkt von Wasser (100°𝐶 = 371,16𝐾). Wie bei 

 
4 Im Star Trek Universum gibt es sogar fiktive Einheiten benannt nach fiktiven Wissenschaftlern, wie die Einheit 

1 Cochrane zur Angabe des „Warp factors“, was die Tragweite dieser Namensgebungen versinnbildlichen soll. 
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den bisherigen Basisgrößen auch konnte in 2019 eine Verbindung der Temperatur mit einer 

Naturkonstante in Form der Boltzmann-Konstante 𝑘𝐵 aufgestellt werden: 

Der Wert von 1𝐾 wird definiert, indem der feste Zahlenwert der Boltzmann-Konstante 𝑘𝐵 auf 

1,380649 ∙ 10−23 𝐽 ⋅ 𝐾−1 (𝐽 =
𝑘𝑔 𝑚2

𝑠
) festgelegt wird, wobei die Definition des Kilogramms, des 

Meters und der Sekunde genutzt wird. 

1.4.6 Stromstärke 

Die Einheit der elektrischen Stromstärke ist das Ampere, benannt nach dem französischen 

Mathematiker und Physiker André-Marie Ampère (1775-1836). Die Entdeckung der Phänomene der 

Elektrizität fallen in eine Zeit, die anders als bei der Mechanik bereits von einer aufstrebenden 

Systematisierung und Ordnung der Naturbeobachtungen profitierte. Auf dem ersten internationalen 

Elektrizitätskongress 1881 wurde die Definition von „praktischen“ Einheiten beschlossen: Ohm für den 

elektrischen Widerstand, Volt für die elektrische Spannung und Ampere für den elektrischen Strom5.  

1948 wurde das Ampere wie folgt über die Lorentzkraft zweier Leiter aufeinander definiert. Ein 

Ampere ist der konstante Strom, der, wenn er in zwei geraden, parallelen Leitern von unendlicher 

Länge und vernachlässigbarem kreisförmigen Querschnitt fließt und in einem Abstand von einem 

Meter im Vakuum angeordnet ist, zwischen diesen Leitern eine Kraft von 2 ∙ 10−7 Newton pro Meter 

Länge erzeugen würde. 

Auch wenn diese Festlegung eingängig ist, so birgt sie eine Reihe von praktischen Herausforderungen, 

wenn es darum geht die Bedingungen (z.B. frei von Gravitationskräften) umzusetzen und damit ein 

praktikables Vergleichsnormal zu erzeugen. Mit der Reform von 2019 wurde daher die Verknüpfung 

des Ampere mit der Naturkonstante der Elementarladung 𝑒 beschlossen: 

Der Wert von 1𝐴 entspricht dem Fluss von genau 1 1,602176634 ∙ 10−19⁄  mal der Elementarladung 

𝑒 pro Sekunde, wobei die Definition der Sekunde genutzt wird. 

1.4.7 Lichtstärke 

Als letzte der sieben Basisgrößen wird die Einheit Candela für die Größe Lichtstärke festgelegt. Diese 

Größe wirkt im Vergleich zu den anderen sechs Basisgrößen etwas exotisch, hilft aber immens bei der 

Beschreibung der Eigenschaft einer Lichtquelle.  

Die Lichtstärke einer Lichtquelle lässt sich somit als Strahlungsleistung pro Raumwinkeleinheit 

(Steradiant) verstehen. Die Einheit Candela wurde unter Berücksichtigung der maximalen spektralen 

Empfindlichkeit des menschlichen Auges im grünen Farbspektrum zunächst festgelegt als 

 
5 Zuvor hatte es eine Reihe von unterschiedlichen Einheiten und Definitionen gegeben. In Deutschland und 

einigen anderen Ländern war die „Webersche Einheit“ der Stromstärke in Gebrauch, die 0,1 Ampere 
entsprach. In Großbritannien schlug man zunächst vor, die Einheit der Stromstärke mit „Galvat“, nach dem 
italienischen Biophysiker Luigi Galvani, zu benennen, die in etwa dem heutigen Ampere entsprochen hätte. 
Später wurde ebenfalls eine „Weber-Einheit“ für die Stromstärke eingeführt, die aber einen zehnmal so 
hohen Wert hatte, wie die in Deutschland gebräuchliche (also dem heutigen Ampere entsprach). Noch 
verwickelter wurde es dadurch, dass der Name Weber auch für die Einheit der elektrischen Ladung benutzt 
wurde, so dass dann die Stromstärke gleich „Weber-Einheit/Sekunde“ war. Zeitweise gab man der Weber-
Einheit auch den Namen „Farad“, womit später die Einheit der elektrischen Kapazität benannt wurde. 



Technische Physik I 

12 
 

Strahlungsleistung einer Strahlungsquelle bei der Frequenz 540 𝑇𝐻𝑧 (𝜆 = 555𝑛𝑚), die eine Leistung 

von 1/683 𝑊 pro Steradiant in eine bestimmte Richtung aussendet. 

Auch für diese Größe wurde 2019 eine Verknüpfung mit einer Naturkonstante, hier dem 

photometrische Strahlungsäquivalent 𝐾𝑐𝑑, beschlossen: 

Die Candela ist definiert, indem für das photometrische Strahlungsäquivalent 𝐾𝑐𝑑 der 

monochromatischen Strahlung der Frequenz 540 · 1012𝐻𝑧 der Zahlenwert 683 festgelegt wird, 

ausgedrückt in der Einheit 𝑙𝑚 𝑊−1, die gleich 𝑐𝑑 𝑠𝑟 𝑊−1 oder 𝑐𝑑 𝑠𝑟 𝑘𝑔−1𝑚−2𝑠3ist, wobei die 

Definition des Kilogramm, des Meters und der Sekunde genutzt werden. 

1.5 ABGELEITETE PHYSIKALISCHE GRÖßEN 
Alle weiteren physikalischen Größen können durch die sieben Basisgrößen ausgedrückt werden. Diese 

abgeleiteten Größen ergeben sich durch mathematische Operationen angewendet auf die 

Basisgrößen. Die Angabe erfolgt allgemein durch eine Messzahl und ihre Maßeinheit (z.B. für die 

Lichtgeschwindigkeit 𝑐 =  2,9979 ∙ 108𝑚 𝑠⁄ ). 

Um die anderen physikalischen Größen zu formulieren, verwendet man eine bestimmte Sprache, bzw. 

die Mathematik (z.B. Grundrechenarten, Vektoren, trigonometrische Funktionen). 

Beispiel – Definition verschiedener physikalischer Größen: 

𝐴 = �⃗�𝑠 

Arbeit = Kraft mal Weg, skalare Größe 

�⃗� = 𝑚 �⃗⃗� 

Kraft = Masse mal Beschleunigung, vektorielle Größe 

Oder analog eine Definition derselben beiden Größen mit Differential- und Integralschreibweise: 

𝐴 = ∫ �⃗�(𝑟)𝑑𝑟
𝑟2

𝑟1

 

�⃗� = 𝑚 
𝑑2

𝑑𝑡2
 𝑠 

1.6 MESSGENAUIGKEIT 
Nachdem nun die physikalischen Basisgrößen eingeführt worden sind, soll der Fokus nun auf deren 

Messung liegen. Doch was bedeutet Messung in diesem Zusammenhang eigentlich genau? 

Messen heißt immer zwei Größen zueinander vergleichen! 

Man versucht also beim Messen eine Beobachtung der Natur in einen konkreten Zahlenwert zu 

überführen. Hierzu braucht es zunächst ein Verständnis darüber was gemessen werden soll (s. 
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Abschnitt 1.4) und eine Maßeinheit in der man das Ergebnis angeben möchte. Man benötigt also einen 

Maßstab, der als Vergleich dienen kann. Zweckmäßigerweise wurden hierzu Normale oder Standards 

geschaffen, welche als Vergleich dienen können. Wird hierzu ein absoluter Vergleich durchgeführt, so 

spricht man von einer Eichung6. 

Für die Bewertung der Güte einer Messung sind folgende Kriterien wichtig: 

• Wie zuverlässig ist die Messung? 

• Wie genau ist die Messung? 

• Wie reproduzierbar ist die Messung? 

Bei einer Messung im physikalisch-technischen Sinne kommt es aber unabhängig aller Sorgfalt bei 

Zuverlässigkeit, Genauigkeit und Reproduzierbarkeit unweigerlich zu einem scheinbar 

unbefriedigenden Phänomen. Wenn man die gleiche Messung im Labor zehn Mal höchst akkurat 

durchführt, so erhält man zehn Messergebnisse, die zwar in ihrer Grundtendenz übereinstimmen, aber 

doch mit hoher Wahrscheinlichkeit zehn unterschiedliche Zahlenwerte liefern. Folglich stellt sich sofort 

die Frage, welche der zehn Messungen denn nun richtig gewesen ist? 

In der Praxis sind alle Messungen fehlerbehaftet und damit jedes Messergebnis mit einer gewissen 

Unsicherheit behaftet. Man unterscheidet zwischen systematischen Messfehlern (z.B. wenn man einen 

Messschieber immer zu weit links abliest) und statistischen Messfehlern. Die systematischen Fehler 

lassen sich prinzipiell identifizieren und können durch geeignete Herangehensweise oder Wechsel der 

Messtechnik abgestellt werden. 

Bei den statistischen Messfehlern kommen verschiedene Effekte zum Tragen, wobei in vielen Fällen 

allgemein angenommen werden darf, dass die ermittelten Messergebnisse in der Realität um den 

„wahren“ Wert streuen, d.h. das Messergebnis mal zu hoch, mal zu niedrig ausfällt. Mathematisch 

lässt sich dies über den arithmetischen Mittelwert ausdrücken, der für eine Normalverteilung7 von 

Messgrößen 𝑥 in 𝑛 Messungen gilt: 

�̅� =
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

Führt man eine ausreichende Anzahl Messungen durch, so kann man annehmen, dass der 

arithmetische Mittelwert �̅� dem „wahren“ Wert am nächsten kommt. 

Häufig sind aber auch die Werte um den Mittelwert herum „richtig“, weil das gemessene Phänomen 

(z.B. zeitabhängige kleinste Veränderungen der Ausgangsposition) sich in Wahrheit immer in einem 

leicht anderen Zustand befindet. Bedient man sich den Mitteln der Statistik, so bietet sich die 

Definition der Standardabweichung 𝑠𝑥  der Einzelmessung an, um diese Streuung mathematisch zu 

fassen: 

𝑠𝑥 = √
1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑖 − �̅�)

2

𝑛

𝑖=1

 

 
6 Im Unterschied zu einem relativen Vergleich zweier Größen (z.B. wird die eine größer, wird auch die andere 

größer). 
7 Nicht alle Messungen basieren auf normalverteilten Größen. In diesen Fällen sind andere mathematische 

Methoden notwendig, um die Mittelwerte zu bilden, bzw. die Streuung anzugeben. 



Technische Physik I 

14 
 

Anschaulich gemacht wird dieser Zusammenhang, indem man einen Datenpunkt �̅�  mit einem 

Fehlerbalken in der Größe ±𝑠𝑥 in einem Diagramm aufträgt. 

Bei der Diskussion der Ergebnisse von Messungen kommt der Genauigkeit der Angabe physikalischer 

Größen noch eine besondere Bedeutung zu. Aufgrund der endlichen Genauigkeit von 

Messinstrumenten, genauso wie aus Gründen der statistischen Streuung der Messergebnisse ist es 

nicht sinnvoll eine physikalische Größe mit beliebig vielen Stellen anzugeben. Man nennt diese 

Einschränkung signifikante Stellen. 

Beispiel – Messung einer Länge: 

Wird eine Strecke mit einem Lineal gemessen, so ist die Skala auf 1𝑚𝑚 genau ablesbar. Zeichnet man 

eine willkürliche Strecke und lässt diese von 10 Personen unabhängig voneinander abmessen, so erhält 

man folgendes Messergebnis: 

Person  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Messung [𝑚𝑚] 101 100 99 97 100 101 102 97 100 40 

Unterstellt man Person 10 einen systematischen Messfehler, da dieser erheblich von den anderen 

abweicht (Plausibilitätsbetrachtung, häufig als Ausreißer bezeichnet), so kann man diesen für die 

weitere Betrachtung vernachlässigen. Man bildet daher den arithmetischen Mittelwert der 

verbleibenden 9 Messungen und erhält mit einem Taschenrechner: 

�̅� = 99,666666667𝑚𝑚 

Und  

𝑠𝑥 = 1,732050808𝑚𝑚 

Eine Angabe des Mittelwertes mit dieser Genauigkeit ist jedoch nicht sinnvoll und suggeriert sogar eine 

Präzision, welche in Wahrheit gar nicht vorliegt. Zunächst einmal besitzt das verwendete Messmittel 

nur eine Genauigkeit von 1𝑚𝑚, so dass eine Angabe mit deutlich mehr Stellen suggeriert, dass die 

Messtechnik eine ganz andere Präzision aufweisen würde. Hier wäre das die Genauigkeit auf 1 

Pikometer genau. Zum Vergleich: 100𝑝𝑚 sind in etwa der Durchmesser eines Wasserstoffatoms – 

selbst das ist mit einem Lineal sehr schwer zu bestimmen. Außerdem deutet die Streuung der 

Messungen bereits an, dass die Unsicherheit ca. 1,7𝑚𝑚 beträgt. Rundet man dies auf die Genauigkeit 

des Messinstrumentes auf, so wäre die einzig sinnvolle Angabe des Messergebnisses: 

�̅� = 100 ± 2 𝑚𝑚 
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2 MECHANIK 

Die klassische Mechanik oder Newtonsche Mechanik ist das Teilgebiet der Physik, das die Bewegung 

von festen, flüssigen oder gasförmigen Körpern unter dem Einfluss von Kräften beschreibt. Dazu 

gehören auch der Fall der Trägheitsbewegung in Abwesenheit einer Kraft und der Fall des statischen 

Gleichgewichts, d.h. des Verbleibens in der Ruhelage, obwohl Kräfte wirken. Typische 

Anwendungsgebiete der klassischen Mechanik sind Himmelsmechanik, Technische Mechanik, 

Hydrodynamik, Aerodynamik, Statik und Biomechanik. 

Die Klassische Mechanik wurde im 17. Jahrhundert im Wesentlichen durch die Arbeiten von Sir Isaac 

Newton begründet und war damit die erste Naturwissenschaft im modernen Sinn. In der Entwicklung 

der Physik und der anderen Naturwissenschaften diente sie als wichtiges Vorbild. Die klassische 

Mechanik ermöglicht sehr genaue Vorhersagen und Beschreibungen aller mechanischen Vorgänge in 

Wissenschaft, Technik und Natur, sofern die Geschwindigkeit der Körper gegenüber der 

Lichtgeschwindigkeit und ihre De-Broglie-Wellenlänge gegenüber den Abmessungen des betrachteten 

Systems vernachlässigt werden können (s. Abschnitt 1.3). 

2.1 MECHANIK DES MASSENPUNKTES  
Für eine Modellbeschreibung der Realität greift man in der Physik gerne auf Vereinfachungen zurück. 

Eine der gleichsam simplen, aber auch genialen Vereinfachungen stellt die Repräsentation eines 

Objektes in Form eines Punktes dar. Es lässt sich also definieren: 

Massenpunkt: Beschreibt Objekt ohne Ausdehnung aber mit einer Masse 

Die Rechtfertigung einer solchen Vereinfachung motiviert sich durch verschiedene Beobachtungen in 

der Natur. Auf einem starren Objekt besitzt jeder ausgewählte Punkt im Volumen eine bekannte 

Distanz und Richtung zu allen anderen Punkten. Solange das Objekt nicht rotiert, bewegen sich alle 

Punkte gleichartig und es genügt, nur die Bewegung von einem dieser Punkte zu betrachten. Eine 

zweite Motivation ergibt sich aus der Größenskala der Betrachtung. Ist die räumliche Ausdehnung des 

Objektes im Vergleich zu seiner Bewegung sehr klein, dann ist selbst bei einer Rotation des Objektes 

die Bewegung eines beliebigen Punktes im Volumen eine sehr gute Annäherung seiner (Gesamt-) 

Bewegung. 

2.1.1 Kinematik von Massenpunkten 

Schon Sir Issac Newton und andere Größen seiner Zeit fragten sich, wie man diese Bewegung eines 

Körpers (z.B. eines Himmelskörpers) beschreiben könnte: 

The whole burden of philosophy seems to consist in this – from the phenomena of 

motions to investigate the forces of nature and then from these forces to explain their 

nature.8 

Den physikalischen Prinzipien folgend, lässt sich durch die Beobachtung der Position eines Körpers zu 

verschiedenen Zeitpunkten, d.h. als Funktion der Zeit ein Formalismus definieren. Der Körper legt 

innerhalb einer Zeitspanne 𝛥𝑡 eine bestimmte Entfernung 𝛥𝑠 zurück. Dieser Zusammenhang wird als 

Bahnkurve bezeichnet. 

 
8 Sir Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematical, 1686 
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Die Lage der Massenpunkte im Raum lässt sich durch ein geeignetes Koordinatensystem beschreiben. 

Üblich sind kartesische Koordinaten (𝑥, 𝑦, 𝑧) , Kugelkoordinaten (𝑟, 𝜃, 𝜙)  und Zylinderkoordinaten 

(𝜌, 𝜙, 𝑧). Die Bahnkurve eines Massenpunktes wird z.B. in kartesischen Koordinaten beschrieben durch 

die Angabe der Koordinaten von der Zeit: 

𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)
𝑧 = 𝑧(𝑡)

} ≡ 𝑟 = 𝑟(𝑡) 

Umrechnungen zwischen verschiedenen Koordinatensystemen finden sich im Anhang 5.1 . 

2.1.1.1 Bahnkurven im 1-dimensionalen Raum 

Zur Vereinfachung lässt sich vorerst noch die zusätzliche Einschränkung treffen, dass der Massenpunkt 

(in Abbildung 1 rot gekennzeichnet) sich nur entlang einer Richtung bewegen kann, d.h. es reicht eine 

Koordinate (z.B. 𝑥(𝑡)) zur Angabe seiner Position (eindimensionaler Raum). 

Jetzt lässt sich die Position zu zwei verschiedenen Zeitpunkten messen, (𝑠𝑎  zu 𝑡𝑎) und (𝑠𝑏 zu 𝑡𝑏). Sind 

die Positionen unterschiedlich (𝑠𝑎 ≠ 𝑠𝑏), so hat das Objekt sich bewegt.  

 

Abbildung 1: Eindimensionale Bewegung eines Massenpunkt 

Je größer der Wegunterschied zwischen zwei Messungen nach gleicher Zeitspanne ist, je schneller 

bewegt sich das Objekt. Das wird entsprechend ausgedrückt durch die Größe: 

𝐸𝑛𝑑𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 − 𝐴𝑛𝑓𝑎𝑛𝑔𝑠𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑍𝑒𝑖𝑡𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡(𝐸𝑛𝑑𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛) − 𝑍𝑒𝑖𝑡𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡(𝐴𝑛𝑓𝑎𝑛𝑔𝑠𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛)
=
𝑠𝐸 − 𝑠𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴

= �̄� 

Die Größe �̄� ist die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall 𝑡𝐸 − 𝑡𝐴. Die Geschwindigkeit ist 

allgemein definiert als: 

𝐺𝑒𝑠𝑐ℎ𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑔𝑘𝑒𝑖𝑡 =
𝐸𝑛𝑡𝑓𝑒𝑟𝑛𝑢𝑛𝑔

𝑍𝑒𝑖𝑡
      

Aus der Einheit von Länge und Zeit ergibt sich die Einheit der Geschwindigkeit zu 𝑚/𝑠 . Die 

Geschwindigkeit kann sowohl positiv (Bewegung nach links) oder negativ sein (Bewegung nach rechts). 

Die Geschwindigkeit kann sich im Zeitintervall 𝑡𝐸 − 𝑡𝐴 ändern. Je kürzer die Zeitabstände der Messung, 

desto vollständiger die Information. Im Idealfall werden die betrachteten Zeitintervalle unendlich kurz, 

d.h. 

𝑣 ̄ =  𝑣(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) =  
𝑠𝐸 − 𝑠𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴

=
𝛥𝑠

𝛥𝑡
 

𝛥𝑠

𝛥𝑡
→⏟
𝛥𝑡→0

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡𝐸) = 𝑣(𝑡𝐴) 

𝑠𝐴 𝑠𝐸 𝑠 [𝑚]

𝑡𝐴 𝑡𝐸
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Das ist gerade die Definition einer Ableitung, d.h. die Geschwindigkeit ist die Ableitung der Funktion 

s(t) nach der Zeit t: 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= �̇� = 𝑣(t)  

Grafisch sieht der Zusammenhang zwischen Weg und Zeit s(t) z.B. dann wie in Abbildung 2 dargestellt 

aus. Dieser Zusammenhang s(t) wird als Bahnkurve bezeichnet. 

 

Abbildung 2: Bahnkurve 𝑠(𝑡) eines Massenpunktes 

Offensichtlich ist im betrachteten Beispiel die Geschwindigkeit über die betrachtete Gesamtzeitdauer 

nicht konstant. Die genaue Geschwindigkeit 𝑣(𝑡) des Massenpunktes ergibt sich daher durch 

Ableitung der Bahnkurve 𝑠(𝑡) nach der Zeit und ist in Abbildung 3 gezeigt.  

 

Abbildung 3: Geschwindigkeit 𝑣(𝑡) des Massenpunktes aus Abbildung 2 

𝑠𝐴

𝑠𝐸

𝑠 [𝑚]

𝑡 [𝑠]𝑡𝐴 𝑡𝐸

𝑣 [𝑚 𝑠⁄ ]

𝑡 [𝑠]𝑡𝐴 𝑡𝐸
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Für viele Fragestellungen ist es wichtig zu wissen, wie schnell sich die Geschwindigkeit ändert. Analog 

zur Geschwindigkeit betrachtet man: 

𝐸𝑛𝑑𝑔𝑒𝑠𝑐ℎ𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑔𝑘𝑒𝑖𝑡 − 𝐴𝑛𝑓𝑎𝑛𝑔𝑠𝑔𝑒𝑠𝑐ℎ𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑔𝑘𝑒𝑖𝑡

𝑍𝑒𝑖𝑡𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡(𝐸) − 𝑍𝑒𝑖𝑡𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡(𝐴)
 =  

𝑣𝐸 − 𝑣𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴

 =  �̅� 

Die Größe �̅� ist dabei die mittlere Beschleunigung in der Zeitspanne 𝑡𝐸 − 𝑡𝐴. Die Beschleunigung ist 

allgemein definiert als: 

𝐵𝑒𝑠𝑐ℎ𝑙𝑒𝑢𝑛𝑖𝑔𝑢𝑛𝑔 =  
𝐺𝑒𝑠𝑐ℎ𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑔𝑘𝑒𝑖𝑡𝑠ä𝑛𝑑𝑒𝑟𝑢𝑛𝑔

𝑍𝑒𝑖𝑡
 

Aus den Einheiten der Größen Geschwindigkeit und Zeit ergibt sich die Einheit der Beschleunigung als 

𝑚/𝑠². Analog zur Betrachtung der Geschwindigkeit lässt diese sich durch den Differenzenquotienten 

ausdrücken 

�̅� =  𝑎(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) =  
𝑣𝐸 − 𝑣𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴 

 =  
𝛥𝑣

𝛥𝑡
 

und in Form einer Grenzwertbetrachtung 𝛥𝑡 → 0 verallgemeinern zu: 

𝛥𝑣

𝛥𝑡
→⏟
𝛥𝑡→0

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑡𝐸) = 𝑎(𝑡𝐴) 

Die Beschleunigung zum Zeitpunkt 𝑡 ist gegeben durch die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit 

zum Zeitpunkt 𝑡 oder durch die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit zum Zeitpunkt 𝑡: 

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
=  �̈� =  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= �̇� = 𝑎(𝑡) 

Setzt man das Beispiel aus Abbildung 3 fort, so ergibt sich die Darstellung in Abbildung 4 für die Größen 

𝑠(𝑡), 𝑣(𝑡) und 𝑎(𝑡) in einer gemeinsamen Zeitachse. 

 

Abbildung 4: Bahnkurve 𝑠(𝑡), Geschwindigkeit 𝑣(𝑡) und Beschleunigung 𝑎(𝑡) eines Massenpunktes 

𝑣 [𝑚 𝑠⁄ ]

𝑡 [𝑠]𝑡𝐴 𝑡𝐸

𝑠 [𝑚]

𝑎 [𝑚 𝑠²⁄ ]

𝑠(𝑡)

𝑣(𝑡)

𝑎(𝑡)
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2.1.1.2 Gleichförmige Bewegung 

Eine gleichförmige Bewegung liegt vor, wenn die Geschwindigkeit des Massenpunktes zeitlich konstant 

ist, d.h. 

𝑣(𝑡) = 𝑣0 =
𝛥𝑠

𝛥𝑡
=
𝑠𝐸 − 𝑠𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴

⇒ 𝑠𝐸 = 𝑠𝐴 + 𝑣0(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) 

oder 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=  �̇� = 𝑣(𝑡) ⇒ 𝛥𝑠 = ∫ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑡𝐸

𝑡𝐴

∫ 𝑣0𝑑𝑡 =
𝑡𝐸

𝑡𝐴

𝑣0𝑡|𝑡𝐴
𝑡𝐸  = 𝑣0(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) = 𝑠𝐸 − 𝑠𝐴 

Grafisch ist dies in Abbildung 5 dargestellt. 

 

Abbildung 5: Bahnkurve einer gleichförmigen Bewegung 

2.1.1.3 Gleichförmig beschleunigte Bewegung 

Eine gleichförmig beschleunigte Bewegung liegt vor, wenn der Massenpunkt einer konstanten 

Beschleunigung unterliegt. Es gilt 

𝑎(𝑡) = 𝑎0 =
𝛥𝑣

𝛥𝑡
=
𝑣𝐸 − 𝑣𝐴
𝑡𝐸 − 𝑡𝐴

⇒ 𝑣𝐸 = 𝑣𝐴 + 𝑎0(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) 

oder 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= �̇� = 𝑎(𝑡) ⇒ 𝛥𝑣 = ∫ 𝑎(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑡𝐸

𝑡𝐴

∫ 𝑎0𝑑𝑡 =
𝑡𝐸

𝑡𝐴

 𝑎0𝑡|𝑡𝐴
𝑡𝐸 = 𝑎0(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) 

Für die in der Zeitspanne 𝑡𝐸 − 𝑡𝐴  erfolgte Geschwindigkeitsänderung eines gleichförmig 

beschleunigten Massenpunkts (Beschleunigung 𝑎) gilt: 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= �̇� = 𝑎 ⇒ 𝛥𝑣 = ∫ 𝑎 𝑑𝑡 =

𝑡𝐸

𝑡𝐴

∫ 𝑎 𝑑𝑡 =
𝑡𝐸

𝑡𝐴

𝑎 𝑡|𝑡𝐴
𝑡𝐸 = 𝑎 (𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) = 𝑣𝐸 − 𝑣𝐴 

und für die zurückgelegte Strecke eines solchen Massenpunkts ergibt sich: 

𝑠𝐴

𝑠𝐸

𝑠 [𝑚]

𝑡 [𝑠]𝑡𝐴 𝑡𝐸



Technische Physik I 

20 
 

              
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= �̇� = 𝑣(𝑡) ⇒ 

              𝛥𝑠 = ∫ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑡𝐸

𝑡𝐴

∫ (𝑣𝐴 + 𝑎 (𝑡 − 𝑡𝐴))𝑑𝑡
𝑡𝐸

𝑡𝐴

= 𝑣𝐴𝑡 +
1

2
𝑎 𝑡2 − 𝑎 𝑡𝐴𝑡|

𝑡𝐴

𝑡𝐸

 

                    = 𝑣𝐴(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) +
1

2
𝑎 𝑡𝐸

2 − 𝑎 𝑡𝐴𝑡𝐸 −
1

2
𝑎 𝑡𝐴

2 + 𝑎 𝑡𝐴
2 = 𝑣𝐴(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) +

1

2
𝑎 (𝑡𝐸

2 + 𝑡𝐴
2 − 2𝑡𝐴𝑡𝐸) 

                    = 𝑣𝐴(𝑡𝐸 − 𝑡𝐴) +
1

2
𝑎 (𝑡𝐸 − 𝑡𝐴)

2 = 𝑠𝐸 − 𝑠𝐴 

sei 𝑣𝐴 = 0 ⇒ ∆𝑠 =
1

2
𝑎 (𝑡𝐸 − 𝑡𝐴)

2. 

2.1.1.4 Bahnkurven im 2- oder 3-dimensionalem Raum 

Man kann die Bahnkurve (im mehrdimensionalen als Trajektorie bezeichnet) eines Massenpunktes im 

dreidimensionalem (3D) Raum vollständig durch einen Vektor mit drei Komponenten beschreiben. 

Dazu führt man ein 3D Koordinatensystem ein, relativ zu dem diese Beschreibung erfolgen soll. Auf 

den Achsen des Koordinatensystems werden die Komponenten des 3D Vektors in dem festgelegten 

Maßsystem (Meter) aufgetragen. Will man auch die Position des Massenpunkts als Funktion der Zeit 

in einem Koordinatensystem erfassen, braucht man eine vierte Achse (4D Koordinatensystem). Das 

entspricht dann der im 1D Koordinatensystem schon behandelten 2D Bahnkurve (oder auch einfach 

Weg-Zeit-Diagramm).  

Man kann jede Komponente des Vektors 𝑟 und ihre Änderung mit der Zeit einzeln studieren (d.h. die 

Projektion des Vektors 𝑟 auf die entsprechende Achse betrachten). 

Der Massenpunkt ändert seinen Ort als Funktion der Zeit. In Analogie zur 1D Bewegung definiert man 

die vektoriellen Größen Geschwindigkeit und Beschleunigung: 

𝑙𝑖𝑚
∆𝑡 → 0

  
𝛥𝑟

𝛥𝑡
=
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= �̇� = �⃗�(𝑡) 

𝑙𝑖𝑚
∆𝑡 → 0

  
𝛥�⃗�

𝛥𝑡
=
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
= �̇⃗� = �⃗�(𝑡) 

Mit 

�⃗�(𝑡) =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
=

(

 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑧

𝑑𝑡)

 
 
= (

𝑣𝑥
𝑣𝑦
𝑣𝑧
)  und  �⃗�(𝑡) =

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
=

(

 
 

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡 )

 
 
= (

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧
) . 

Um also die verschiedenen Komponenten des Geschwindigkeitsvektors (Beschleunigungsvektors) zu 

erhalten, differenziert man einfach die einzelnen Komponenten des Ortsvektors 

(Geschwindigkeitsvektors) des punktförmigen Objekts nach der Zeit.  
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Beispiel - Bahnkurve in 2D: 

𝑥 =  𝑎 𝑡 ;   𝑦 =  𝑏 𝑡 ;   𝑧 =  0 ; 

oder  

𝑟 = (
𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)
0

) =  (
𝑎𝑡
𝑏𝑡
0
)   

𝑑 𝑟

𝑑𝑡
=  �⃗�(𝑡) =  (

𝑎
𝑏
0
) 

Die Bewegung erfolgt ausschließlich in einer Ebene senkrecht zu 𝑧. Für jede Zeit 𝑡 muss also gelten: 

𝑡 =  
𝑥

𝑎
=  
𝑦

𝑏
 

Es folgt daraus für die Bahnkurve in der 𝑥𝑦-Ebene: 

𝑥

𝑎
=  
𝑦

𝑏
  →   𝑦 =  

𝑏

𝑎
 𝑥    

Grafisch lässt sich das in Abbildung 6 darstellen. 

 

Abbildung 6: Zusammenhang zwischen den Ortskoordinaten 𝑥 und 𝑦  

Man kann auch ein bewegtes Koordinatensystem zur Beschreibung der Bahnkurve wählen, z.B. eines, 

das sich mit konstanter Geschwindigkeit bezüglich des ursprünglich gewählten bewegt. 

Koordinatensysteme, die sich mit konstanter Geschwindigkeit zueinander bewegen heißen 

Inertialsysteme (z.B. Zug, Auto, Flugzeug mit gleichförmiger Bewegung). Die mögliche Geschwindigkeit 

schließt natürlich auch 𝑣 =  0 ein.  
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Beispiel - Zugfahrt: 

Sie sitzen im Zug (Koordinatensystem K). Dieser bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit �⃗�0 relativ 

zu einem Bahnübergang, an dem ein Beobachter steht (Koordinatensystem K´). Sie schauen nach ihrem 

sich im Zug befindenden Koffer, und der Koffer befindet sich relativ zu Ihnen in Ruhe, während er sich 

für den Beobachter an der Schranke mit der Geschwindigkeit �⃗�0 bewegt.  Also ist für einen Beobachter 

in K die Geschwindigkeit des Koffers �⃗� = 0, in K´ ist sie �⃗� , =  �⃗�0.  

Die beobachtete Beschleunigung ist hingegen vom verwendeten Inertialsystem unabhängig: 

�̈� =  
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
=  
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
=  �⃗� =

(

 
 
 
 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2)

 
 
 
 

 

Das Konzept von Inertialsystemen wird später in Abschnitt 2.1.2.1 noch einmal genauer adressiert.  

2.1.1.5 Kreisbewegungen 

Bewegt sich ein Körper entlang einer Trajektorie, die in einer Ebene liegt und einen konstanten 

Abstand zu einem Punkt dieser Ebene aufweist, spricht man von einer Kreisbewegung. In der 

Abbildung unten erfolgt die Bewegung um den Ursprung des Koordinatensystems, d.h. der Abstand 

zum Ursprung ist konstant. Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors ist konstant, aber seine Richtung 

ändert sich ständig, d.h. die Bewegung ist beschleunigt (s. 1. Newtonsches Axiom, Abschnitt 2.1.2.1).  

Der Ortsvektor des Massenpunktes ist gegeben durch: 

𝑟 = (
𝑥
𝑦) = (

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 (𝑡)
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 (𝑡)

) 

Ist der Betrag der Geschwindigkeit des Objekts konstant, so ist die Änderung des Winkels pro Zeit, bzw. 

die Ableitung des Winkels nach der Zeit, auch eine Konstante: 

∆𝜑

∆𝑡
= 𝐾𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

bzw. mit ∆ 𝑡 → 0 

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝐾𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 
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Abbildung 7: Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn in der 𝑥𝑦-Ebene 

Beispiel - Kreisbahn in 2D: 

𝑥 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡;   𝑦 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡;   𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  ;  𝜔 =
𝑑𝜙

𝑑𝑡
 

Die Bahnkurve 𝑦 =  𝑦(𝑥) erhält man durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen für 𝑥 und 𝑦: 

𝑥2 +  𝑦2 =  𝑅2𝑐𝑜𝑠2𝜔𝑡 + 𝑅2𝑠𝑖𝑛2𝜔𝑡 = 𝑅2(𝑐𝑜𝑠2𝜔𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝜔𝑡) =  𝑅2 

Das ist die Gleichung für einen Kreis, d.h. die Bahnkurve lässt sich grafisch wie in Abbildung 8 darstellen: 

 

Abbildung 8: Zusammenhang zwischen den Ortskoordinaten 𝑥 und 𝑦 für Kreisbahn 

Hat das Objekt einmal komplett die kreisförmige Trajektorie beschrieben, hat sich der Winkel um 2𝜋 

geändert. Die Zeit für einen Umlauf betrage 𝑇  (Umlaufzeit). Man definiert die Kreisfrequenz der 

Bewegung als: 

𝑦 

𝑥 
0

𝜙

𝑟 
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𝑑𝜑

𝑑𝑡
=
2𝜋

𝑇
= 𝜔 [

1

𝑠
] 

Damit ergibt sich für den Ortsvektor des Objekts: 

𝑟(𝑡) = ( 
𝑥
𝑦 ) = (

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 (𝑡)

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 (𝑡)
) = (

𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡
𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡

) 

Der Geschwindigkeitsvektor �⃗�(𝑡) ergibt sich aus der zeitlichen Ableitung des Ortsvektors: 

�⃗�(𝑡) =  �̇�(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
( 
𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 ) = ( 
−𝑟𝜔 𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡
+𝑟𝜔 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡

 ) 

Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors ist: 

|�⃗�(𝑡)| = √𝑟2𝜔2 𝑐𝑜𝑠2 𝜔 𝑡 + 𝑟2𝜔2 𝑠𝑖𝑛2𝜔 𝑡 

= √𝑟2𝜔2(𝑐𝑜𝑠2𝜔 𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝜔 𝑡) 

= √𝑟2𝜔2 = 𝑟𝜔 

Die Beschleunigung �⃗�(𝑡) ergibt aus der zweiten zeitlichen Ableitung des Ortsvektors des Objekts: 

�̈�(𝑡) = �̇⃗�(𝑡) = �⃗�(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
( 
−𝑟𝜔 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡
+𝑟𝜔 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡

) = (−𝑟𝜔
2 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡

−𝑟𝜔2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡
) 

Der Betrag des Beschleunigungsvektors ist dann: 

|�⃗�(𝑡)| = √𝑟2𝜔4 𝑐𝑜𝑠2𝜔 𝑡 + 𝑟2𝜔4 𝑠𝑖𝑛2𝜔 𝑡 

= √𝑟2𝜔4(𝑐𝑜𝑠2𝜔 𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝜔 𝑡) 

= √𝑟2𝜔4 = 𝑟𝜔2 =
𝑣2

𝑟
 

 

Abbildung 9: Ortsvektor 𝑟, Geschwindigkeitsvektor �⃗� und Beschleunigungsvektor �⃗� bei einer Kreisbewegung 

𝑦 

𝑥 
0

𝜙

𝑟 

�⃗� 

�⃗� 
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Wählt man als Koordinatenursprung den Mittelpunkt der Kreisbewegung, so ist der Ortsvektor 

offensichtlich immer radial nach außen gerichtet. Um die Richtung des Geschwindigkeitsvektors und 

des Beschleunigungsvektors zu erhalten, betrachten wir den jeweiligen Winkel, den diese mit dem 

Ortsvektor einschließen. Der Winkel zwischen zwei Vektoren ergibt sich aus dem Skalarprodukt der 

jeweiligen Einheitsvektoren. Diese sind: 

Einheitsvektor in Richtung des Ortsvektors: 

𝑟𝑒 =
1

|𝑟|
( 
𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 ) 

Einheitsvektor in Richtung des Geschwindigkeitsvektors: 

�⃗�𝑒 =
1

𝑟𝜔
( 
−𝑟𝜔 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡
𝑟𝜔 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡

 ) 

Einheitsvektor in Richtung des Beschleunigungsvektors: 

�⃗�𝑒 =
1

𝑟𝜔2
 ( −𝑟𝜔

2 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
−𝑟𝜔2 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 ) 

Skalarprodukt zwischen Orts- und Geschwindigkeitsvektor (Einheitsvektoren): 

𝑟𝑒 ∙ �⃗�𝑒 =
1

𝑟
( 
𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 ) ∙
1

𝑟𝜔
( 
−𝑟𝜔 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡
𝑟𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡

 ) 

=
1

𝑟2𝜔
( 
𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 ) ∙ ( 
−𝑟𝜔 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡
𝑟𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡

 ) 

=
1

𝑟2𝜔
(−𝑟2𝜔𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝑟2𝜔𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡) = 0 

Das Skalarprodukt ergibt 0, d.h. die Vektoren stehen immer senkrecht zueinander! 

Skalarprodukt zwischen Orts- und Beschleunigungsvektor (Einheitsvektoren): 

𝑟𝑒 ∙ �⃗�𝑒 =
1

𝑟
( 
𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡  
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

) ∙
1

𝑟𝜔2
( −𝑟𝜔

2 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡
−𝑟𝜔2 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 ) 

=
1

𝑟2𝜔2
( 
𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡
𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 ) ∙ ( −𝑟𝜔
2 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡

−𝑟𝜔2 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡
 ) 

=
1

𝑟2𝜔2
(−𝑟2𝜔2 𝑐𝑜𝑠2𝜔𝑡 − 𝑟2𝜔2 𝑠𝑖𝑛2𝜔𝑡  ) = −1 

Das Skalarprodukt ergibt −1, d.h. die Vektoren stehen immer antiparallel zueinander! 

Orts- und Geschwindigkeitsvektor stehen senkrecht, Orts- und Beschleunigungsvektor antiparallel 

zueinander, d.h. die Beschleunigung ist zum Ursprung hin (d.h. zum Kreismittelpunkt) gerichtet. Diese 

Aussagen sind in der Abbildung 9 noch einmal bildlich dargestellt. Die Tatsache, dass Ortsvektor und 

Geschwindigkeit senkrecht aufeinander stehen und die Geschwindigkeit den Betrag 𝑣 =  𝜔 𝑟 hat, 

kann man auch folgendermaßen ausdrücken 

�⃗� = �⃗⃗⃗� × 𝑟 

Hier legt �⃗⃗⃗� den Umlaufsinn fest. In der Abbildung deutet �⃗⃗⃗� aus der Folienebene hinaus (s. Abbildung 

10).   
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Abbildung 10: Zur Definition von �⃗⃗⃗� bei einer Kreisbewegung 

2.1.1.6 Bewegungsgleichungen 

Die Gleichung �̈� =  �⃗�  stellt eigentlich drei Gleichungen dar, nämlich   

�̈�(𝑡) =  𝑎𝑥 

�̈�(𝑡) =  𝑎𝑦 

�̈�(𝑡) =  𝑎𝑧 

Jede dieser Gleichungen kann einzeln behandelt werden. Die Einzellösungen für 𝑥(𝑡),  𝑦(𝑡) und 𝑧(𝑡) 

bilden dann zusammen den Lösungsvektor: 

𝑟(𝑡) =  (

𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

) 

Ebenso wie Vektoren komponentenweise differenziert werden können, können sie auch 

komponentenweise integriert werden. Allgemein ergeben sich dabei die unbestimmten Integrale: 

�̇�(𝑡) = 𝑣𝑥(𝑡) = ∫𝑎𝑥𝑑𝑡 = 𝑎𝑥𝑡 + 𝑏𝑥 

�̇�(𝑡) = 𝑣𝑦(𝑡) = ∫𝑎𝑦𝑑𝑡 = 𝑎𝑦𝑡 + 𝑏𝑦 

�̇�(𝑡) = 𝑣𝑧(𝑡) = ∫𝑎𝑧𝑑𝑡 = 𝑎𝑧𝑡 + 𝑏𝑧 

Die Konstanten 𝑏𝑥,  𝑏𝑦 und 𝑏𝑧  bestimmt man aus den Anfangsbedingungen des Problems. Hat der 

Massenpunkt für 𝑡 = 0 eine Anfangsgeschwindigkeit �⃗�0, so sind deren Komponente durch 𝑏𝑥 ,  𝑏𝑦 und 

𝑏𝑧 gegeben. 

Für den Ortsvektor ergibt sich dann entsprechend: 

𝑧 

𝑥 

0 𝑟 

�⃗� 𝜔 

𝑦 
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𝑟(𝑡) = (

𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)

𝑧(𝑡)
) =

(

 
 
 

1

2
𝑎𝑥𝑡

2 + 𝑏𝑥𝑡 + 𝑐𝑥

1

2
𝑎𝑦𝑡

2 + 𝑏𝑦𝑡 + 𝑐𝑦

1

2
𝑎𝑧𝑡

2 + 𝑏𝑧𝑡 + 𝑐𝑧)

 
 
 

 

Für die Beschleunigung �⃗�  gibt es also eine beliebig große Anzahl von Lösungen für die 

Geschwindigkeits- und Bahnkurven, da die Integrationskonstanten erst einmal vollständig beliebig 

sind. Diese Integrationskonstanten müssen daher aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden: 

𝑣𝑥(𝑡 = 0) = 𝑏𝑥;  𝑥(𝑡 = 0) = 𝑐𝑥 

𝑣𝑦(𝑡 = 0) = 𝑏𝑦;  𝑦(𝑡 = 0) = 𝑐𝑦 

𝑣𝑧(𝑡 = 0) = 𝑏𝑧;  𝑧(𝑡 = 0) = 𝑐𝑧 

Die Konstanten werden durch die Anfangswerte der Geschwindigkeit und des Ortes des Massenpunkts 

bestimmt. Solche Anfangswerte sind aufgrund von unvermeidbaren Messfehlern nur mit endlicher 

Genauigkeit bestimmbar. Entsprechend ist auch eine Vorhersage eines Systems nie exakt. Es gibt aber 

auch Systeme, die aufgrund ihrer Komplexität (z.B. wechselseitige Abhängigkeit der Gleichungen, 

statistische Einflüsse, …) eine Vorhersage nicht zulassen. Diese werden als chaotische Systeme 

bezeichnet. 

2.1.2 Dynamik von Massenpunkten  

Maßgebend zur Beschreibung der Dynamik von Massenpunkten (aber auch darüber hinaus) sind die 

drei Newtonschen Axiome. Sie wurden erstmals 1687 – 1726 von Newton in seinem mehrbändigen 

Werk Philosophiae naturalis principia mathematica formuliert. Die Newtonschen Axiome können nicht 

von tieferen Prinzipien hergeleitet werden. Ihre Tauglichkeit die Realität zu beschreiben hat sich 

allerdings in hunderten von Jahren etabliert, auch wenn im Rahmen der Quantenmechanik und der 

Relativitätstheorie Erweiterungen notwendig wurden. 

2.1.2.1 1. Newtonsches Axiom 

Ein Körper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichförmig geradlinigen Bewegung, sofern er 

nicht durch einwirkende Kräfte zur Änderung seines Zustands gezwungen wird. 

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus 

illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare. 

Das ist ein Gedanke, der durch Beobachtung erst einmal nicht bestätigt scheint. Objekte kommen nach 

einem Anstoß und entsprechender Bewegung auf der Erde von selbst wieder zur Ruhe. Newton 

erkannte, dass das zur Ruhe kommen durch äußere Kräfte verursacht wird (z.B. Reibung in Abschnitt 

2.5). Unter Absenz dieser „ortsüblichen“ Kräfte (z.B. im Vakuum des Weltalls) sieht die Sache etwas 

anders aus und Newtons Vorhersage von 1687 bestätigt sich auf zutreffendste Weise.  

Bei Gültigkeit des ersten Axioms, kann man nicht zwischen ruhenden und gleichförmig bewegten 

Bezugssystemen (Koordinatensystemen) unterscheiden.  
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Bezugssysteme, die sich zueinander gleichförmig bewegen, werden Inertialsysteme genannt.  

In allen Inertialsystemen gilt das erste Newtonsche Axiom. Es gibt kein ausgezeichnetes Bezugssystem 

in absoluter Ruhe9.  

In beschleunigten Bezugssystemen beobachtet man, dass sich der Bewegungszustand eines Objekts 

ändert. Solche Bezugssysteme sind keine Inertialsysteme (z.B. rotierende Systeme, Systeme auf einer 

Kreisbahn, wie z.B. die Erde, die sich um die Sonne bewegt). 

Als Maß für den Bewegungszustand eines Körpers lässt sich der Impuls einführen und ist 

folgendermaßen definiert: 

𝑝 = 𝑚 ∙ �⃗� 

Der Impuls ist ein Vektor parallel zur Geschwindigkeit und hat die Einheit 𝑘𝑔 ∙ 𝑚 ∙ 𝑠−1. 

2.1.2.2 2. Newtonsches Axiom 

Die Änderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht 

nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt. 

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam qua 

vis illa imprimitur. 

Mathematisch lässt sich dieses zweite Axiom wie folgt formulieren: 

�̇⃗� =
�⃗�

𝑚
= �⃗� 

Hier führt man das Konzept einer Kraft begründet durch eine Beobachtung der Position eines 

Massenpunktes ein. Als Einheit der Kraft wird im SI zu Ehren von Sir Isaac Newton auch 1𝑁 = 1
𝑘𝑔𝑚

𝑠2
 

festgelegt. 

Berücksichtigt man, dass ein Objekt im Allgemeinen auch seine Masse ändern kann (z.B. eine Rakete), 

muss man noch etwas allgemeiner formulieren:  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚�⃗�) = �̇��⃗� + 𝑚�̇⃗� = �⃗� =

𝑑𝑝

𝑑𝑡
 

Da Masse und Geschwindigkeit beide zeitabhängig sind, muss hier die Produktregel der 

Differentialrechnung angewendet werden. Die Masse 𝑚 wird in diesem Zusammenhang auch als träge 

Masse bezeichnet. 

 

 
9 Diese Erkenntnis ist grundlegender Natur für die Relativitätstheorie. 
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Beispiel – Der freie Fall: 

Im Schwerefeld der Erde werden Objekte in der Nähe der Erdoberfläche gleichmäßig beschleunigt. Die 

Beschleunigung beträgt: 

�⃗� = 9,81
𝑚

𝑠2
=  �⃗� 

Die nach dem zweiten Newtonschen Axiom dazu notwendige Kraft beträgt: 

�⃗�𝑔 = 𝑚 �⃗� = 𝑚 �̇⃗�𝑔 

Die Beschleunigung ist unabhängig von der Masse 𝑚 des jeweiligen Objekts (z.B. eines Massenpunkts). 

Damit fallen alle Objekte unabhängig von ihrer Masse in der gleichen Zeit mit gleicher Geschwindigkeit 

die gleiche Strecke. Dies kann experimentell bestätigt werden. So fallen z.B. eine Feder und ein 

Bleistück in einem evakuierten Glasrohr mit gleicher Geschwindigkeit. Ist das Glasrohr mit Luft gefüllt 

fällt die Feder aufgrund des Luftwiderstands mit deutlich langsamerer Geschwindigkeit. Für die 

Fallgeschwindigkeit und dem im freien Fall zurückgelegten Weg ergibt sich: 

�⃗�𝑔 = ∫�⃗� 𝑑𝑡 = �⃗�𝑡 + �⃗�0 

𝑠𝑔 = ∫ �⃗�𝑔 𝑑𝑡 = ∫(�⃗�𝑡 + �⃗�0)𝑑𝑡 =
1

2
�⃗�𝑡2 + �⃗�0𝑡 + 𝑠0 

�⃗�0,  𝑠0 sind hierzu die Anfangsgeschwindigkeit bzw. Anfangsposition des Körpers der Masse 𝑚. 

2.1.2.3 3. Newtonsches Axiom 

Kräfte treten immer paarweise auf. Übt ein Körper A auf einen anderen Körper B eine Kraft aus 

(actio), so wirkt eine gleich große, aber entgegengerichtete Kraft von Körper B auf Körper A (reactio). 

Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo 

semper esse aequales et in partes contrarias dirigi. 

Mathematisch lässt sich dieses dritte Axiom wie folgt formulieren: 

�⃗�1→2 = − �⃗�2→1 

Wenn zwei Objekte mit den Massen 𝑚1 bzw. 𝑚2 miteinander wechselwirken, d.h. Kraft aufeinander 

ausüben, dann gilt zusammen mit Axiom 2 somit: 

𝑑𝑝1
𝑑𝑡

= −
𝑑𝑝2
𝑑𝑡

 

Bleiben die Massen während des Wechselwirkungszeitraum konstant, so gilt: 

𝑚1
𝑑�⃗�1
𝑑𝑡

= −𝑚2
𝑑�⃗�2
𝑑𝑡

 



Technische Physik I 

30 
 

2.1.3 Kräfte am Massenpunkt 

Im Zuge des 2. Newtonschen Axioms wurde eine neue physikalische Größe, die Kraft eingeführt. 

Betrachtet man das am Beispiel eines Massenpunkt etwas genauer, so stellt man schnell fest, dass 

häufig nicht nur eine Kraft wirkt, sondern es gleich mehrere Kräfte gibt, die die Bewegung eines 

Objektes beeinflussen. In Ergänzung zu den Newtonschen Axiomen müssen also Gesetzmäßigkeiten 

gefunden werden, die das Zusammenwirken der Kräfte beschreiben. 

2.1.3.1 Superpositionsprinzip 

Generell können mehrere Kräfte gleichzeitig auf den Massenpunkt wirken. Dann gilt für die 

resultierende Gesamtkraft: 

�⃗� = �⃗�1 + �⃗�2 + �⃗�3 +  …+ �⃗�𝑖 +  … �⃗�𝑁 =  ∑�⃗�𝑖

𝑁

𝑖=1

 

Die Gesamtkraft zeigt in die Richtung mit der Stärke, die sich durch Vektoraddition der einzelnen Kräfte 

ergibt. Dies wird als Superpositionsprinzip bezeichnet.  

Das Superpositionsprinzip wird in Ergänzung zu den drei Newtonschen Axiomen gerne als viertes 

Axiom bezeichnet. Es kann der Spezialfall auftreten, dass sich alle wirkenden Kräfte auf eine Masse 

aufheben. Man spricht dann von einem Kräftegleichgewicht.  

Beispiel - Der Aufzug: 

Eine Person, die in einem Aufzug fährt, erfährt folgende Kräfte: 

Gewichtskraft �⃗�𝑔, die die Person auf den Aufzugboden presst und die vom Boden auf diese Person 

ausgeübte Kontaktkraft �⃗�𝐾. Erfährt der Fahrstuhl (und damit die Person) die Beschleunigung �⃗�, so gilt: 

�⃗�𝐾 + �⃗�𝑔 = 𝑚�⃗� = �⃗�𝐾 +𝑚�⃗� ⇒ �⃗�𝐾 = 𝑚�⃗� −𝑚�⃗� 

Ist der Aufzug in Ruhe, heben sich Gewichtskraft und Kontaktkraft auf (�⃗� = 0). Fährt der Aufzug nach 

oben, wird die Person nach oben beschleunigt. Es gilt: 

 

Da die Vektoren �⃗� und �⃗� entgegengerichtet sind ergibt sich für den Betrag der Kontaktkraft: 

|�⃗�𝐾| = 𝑚𝑎 +𝑚𝑔 

d.h. die Person im Aufzug fühlt sich schwerer. 
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Fährt der Aufzug nun stattdessen nach unten, wird die Person nach unten beschleunigt. Es gilt: 

 

Da die Vektoren �⃗� und �⃗� wieder entgegengerichtet sind ergibt sich für den Betrag der Kontaktkraft  

|�⃗�𝐾| = − 𝑚𝑎 +𝑚𝑔 

d.h. die Person im Aufzug fühlt sich leichter. 

2.1.3.2 Zerlegung von Kräften 

Eine gedankliche Erweiterung des Superpositionsprinzips stellt die Kräftezerlegung dar. Man kann sich 

eine wirkende Kraft als Überlagerung unterschiedlicher Teilkräfte vorstellen. Oft ist sinnvoll Kräfte, die 

an einem Objekt angreifen in solche parallel zur Bewegungsrichtung und solche senkrecht zur 

Bewegungsrichtung zu zerlegen. Eine Kraft, die in Bewegungsrichtung wirkt, ändert nur den Betrag der 

Geschwindigkeit. Eine Kraft senkrecht zur Bewegungsrichtung ändert die Richtung der Bewegung.   

Beispiel - Die schiefe Ebene: 

Es wirkt die Schwerkraft �⃗�𝑔. Der graue Block hat die Möglichkeit sich entlang der schiefen Ebene zu 

bewegen. Um diese Bewegung zu beschreiben, braucht man die Kraft, die in Bewegungsrichtung wirkt. 

Deshalb zerlegt man die Schwerkraft in zwei Komponenten, in die Komponente parallel zur Ebene �⃗�𝑟 

und in die Komponente senkrecht zur Ebene �⃗�𝑔,𝑛.   

Die Komponente �⃗�𝑔,𝑛 drückt nun den Block auf die Ebene. Nach dem 3. Newtonschen Axiom wirkt auf 

den Block die Gegenkraft �⃗�𝑁, die verhindert, dass der Block in die Ebene einsinkt. �⃗�𝑁 wird aufgrund 

der Orientierung senkrecht zur Ebene auch als Normalkraft bezeichnet. 

Die Komponenten lassen sich durch trigonometrische Funktionen als Funktion des Winkels der 

schiefen Ebene ausdrücken: 

�⃗�𝑔 = 𝑚�⃗� = −(
𝑚𝑔 sin𝜙
𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜙

) = −𝑚𝑔 (
𝑠𝑖𝑛 𝜙
𝑐𝑜𝑠 𝜙

) 

Die resultierende Kraft ergibt als Addition aus Gewichtskraft und Normalkraft.  

�⃗�𝑟 = �⃗�𝑁 + �⃗�𝑔 = (
0

𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜙
) − (

𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜙
𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜙

) = −(
𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜙

0
) 

Die resultierende Kraft wird auch als Hangabtriebskraft bezeichnet. Sie ist parallel zur Ebene gerichtet 

und bewirkt eine gleichmäßige Beschleunigung des Objekts. Damit ist sie auch parallel zur 

Bewegungsrichtung.  
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Für 𝜙 = 0°  existiert keine resultierende Kraft und damit keine Beschleunigung, für 𝜙 =  90° 

entspricht die Situation dem freien Fall (s. Abschnitt 2.1.2.2).  

 

Abbildung 11: Kräftegleichgewicht eines Objektes auf der schiefen Ebene 

2.1.3.3 Trägheitskräfte 

Wie bereits am Beispiel der schiefen Ebene gezeigt können durch Kräftezerlegung bestimmte 

Kraftvektoren entstehen, die für das Verständnis des Gesamtsystems eine besondere Bedeutung 

haben. Im Beispiel der schiefen Ebene waren dies die Normalkraft und die Hangabtriebskraft.  

In der klassischen Mechanik bezeichnet Trägheitskraft die Kraft auf einen Körper, die zusätzlich zu 

spürbaren äußeren Kräften angenommen wird, um seine Dynamik zu deuten, wenn seine Bewegung 

im Rahmen eines beschleunigten Bezugssystems beschrieben wird. Durch eine Kräftezerlegung der 

angreifenden Kräfte entstehen die Trägheitskräfte rechnerisch von selbst. Diese werden aber generell 

als Scheinkräfte bezeichnet, da sie nicht von außen aufgeprägt sind. Anschaulich handelt es sich bei 

einer Scheinkraft um den Widerstand eines Körpers, der sich gegenüber Änderungen seines 

Bewegungszustandes bemerkbar macht. Im Falle der konstanten Beschleunigung in einem Aufzug sind 

diese Scheinkräfte in ihrem Wirken bereits durch das wahrnehmbar veränderte Gewicht eines Körpers 

aufgefallen (s. Abschnitt 2.1.3.1).  

Besondere Bedeutung entfalten die Trägheitskräfte bei rotierenden Systemen, weshalb diese im 

Folgenden nochmals ausführlicher betrachtet werden. Wie in Abschnitt 2.1.1.5 erläutert wird ein 

Objekt auf einer Kreisbahn bei konstanter Winkelgeschwindigkeit �⃗⃗⃗� zum Zentrum der Bewegung hin 

beschleunigt, d.h. es wirkt eine Kraft auf das Objekt. Diese Trägheitskraft heißt Zentripetalkraft. 
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Beispiel - Ein aufgehängtes Objekt bewegt sich auf einer Kreisbahn horizontal zur Erdoberfläche: 

 

Abbildung 12: Kräftezerlegung eines rotierenden Objektes an einem Faden 

Die wirkenden Kräfte (s. Abbildung 12) sind die Gravitationskraft (Näherung in Nähe der Erdoberfläche 

�⃗�𝑔 = 𝑚�⃗�), die Zentripetalkraft �⃗�𝑍𝑃 = 𝑚𝜔
2𝑟 und die Fadenkraft �⃗�𝐹 , die vom Faden auf das Objekt 

ausgeübt wird. Die wirkenden Kräfte können in Komponenten parallel und senkrecht zur Ebene der 

Kreisbahn zerlegt werden. Da die Bewegung in einer Ebene erfolgt müssen die Komponente der 

Fadenkraft senkrecht zur Ebene und die Gravitationskraft gleichen Betrag bei umgekehrtem 

Vorzeichen haben. Für�⃗�𝐹 gilt somit: 

�⃗�𝐹 = (
𝐹𝑍𝑃
−𝐹𝑔

) = (
𝑚 𝑎
𝑚 𝑔

) = (
𝑚 𝜔2𝑟
𝑚 𝑔

)   und   |�⃗�𝐹| = √(𝑚𝜔
2𝑟)2 + (𝑚𝑔)2 

Die Komponente 𝐹𝑍𝑃 ist die zum Zentrum der Kreisbahn gerichtete Zentripetalkraft. Für den Winkel 

zwischen Faden und dem Lot (s. Abbildung 12) von der Fadenaufhängung zur Ebene ergibt sich: 

𝑡𝑎𝑛 𝛽 =
𝑚𝜔2𝑟

𝑚𝑔
=
𝜔2𝑟

𝑔
 

Bei einer Rotationsbewegung eines Objektes lässt sich jedoch auch die Richtungs- und Betragsmäßig 

entgegen der Zentripetalkraft gerichtete Kraft, die sogenannte Zentrifugalkraft als Scheinkraft 

identifizieren. 

Beispiel - Ursprung der Gezeiten: 

Die bei der Kreisbewegung um den gemeinsamen Schwerpunkt auf der Erde wirkende Zentrifugalkraft 

und die Gravitation des Mondes kompensieren sich nur im Erdmittelpunkt (s. auch Abschnitt 2.1.4.2). 

Auf der dem Mond abgewendeten Seite der Erde überwiegt die Zentrifugalkraft, auf der dem Mond 

zugewandten Seite die Gravitation des Mondes (s. Abbildung 13).  Dadurch entstehen zwei 

„Wasserberge“, unter denen sich die Erde wegdreht. 
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Abbildung 13: Zur Entstehung von Ebbe und Flut wirkende Kräfte 

Im Prinzip treten dadurch Flut und Ebbe jeweils in Zeitabständen von 12 Stunden auf, modifiziert durch 

Reibungseffekte und lokale Strömungsbedingungen. 

Bei den bisher betrachteten Kreisbewegungen in Abschnitt 2.1.1.5 wurde der Radius der Kreisbahn als 

konstant angenommen. Beispiele wo diese Annahme nicht zutrifft, betreffen die Situation, in der sich 

das betrachtete Objekt auf einer rotierenden Scheibe von innen nach außen (oder umgekehrt) bewegt. 

Ein besonders relevanter Anwendungsfall ist die Bewegung auf der Erdoberfläche hin oder weg vom 

Äquator. So ist der Radius einer Kreisbewegung eines Objekts am Pol Null, am Äquator ist es der 

Erdradius (s. Abbildung 14). Als Erdrotationsachse wurde die 𝑧-Achse gewählt. 
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Abbildung 14: Ortsvektoren auf rotierender Erdoberfläche 

Bei einer solchen Bewegung mir 𝑟 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  kommt es zu einer weiteren Trägheitskraft, der 

sogenannten Corioliskraft. Diese tritt durch die Überlagerung zweier Bewegungen auf.  

Beispiel – Eine Zugfahrt auf der Erdoberfläche von Nord nach Süd: 

Man stelle sich einen Zug vor, der vom Nordpol zum Äquator fährt, auf Schienen, die fest mit der 

rotierenden Erde verbunden sind. Es soll die Bahnkurve projiziert auf eine 2-D Ebene 

(Projektionsrichtung entlang 𝑧-Achse, d.h. 𝑥𝑦-Ebene in Abbildung 14) berechnet werden.  

Ruht der Zug relativ zur Erdoberfläche so gilt für einen Beobachter außerhalb der Erde für den 

Ortsvektor des Zugs wegen der Rotation der Erde mit der Winkelgeschwindigkeit �⃗⃗⃗� 

𝑟′ =  ( 
𝑟 cos𝜔 𝑡
𝑟 sin𝜔 𝑡

 ) 

𝑦 

𝑥 

Äquator

𝑟1

𝑟2

Nordpol

𝑧 

𝑥 

𝑅2 

𝜔 

Äquator

Nordpol

Südpol

𝑅1 
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mit den aus Abschnitt 2.1.1.5 bekannten Ergebnissen für �̇� und �̈� . Bewegt sich der Zug nun von Norden 

nach Süden, so wird auch 𝑟 zeitabhängig, d.h. 𝑟 = 𝑟(𝑡). Für den Beobachter außerhalb der Erde ergibt 

sich für die Geschwindigkeit des Zugs 

𝑟′̇ = �⃗�′(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
( 
𝑟(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡
𝑟(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 ) =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟(𝑡) ( 

𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 )) 

= �̇�(𝑡) ( 
𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 ) + 𝑟(𝑡) ( 
−𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡
+𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡

 ) 

Hier wurde bei der Differentiation die Produktregel angewendet. Durch Bildung des Skalarprodukts 

mit dem Einheitsvektor von 𝑟′ erkennt man, dass der erste Term parallel zu  𝑟′ (radial) der zweite 

senkrecht zu 𝑟′ (tangential) gerichtet ist. Der zweite Term entspricht also der Geschwindigkeit, die 

durch die Erdrotation verursacht wird.  

Welche Kräfte treten nun auf? Dazu untersuchen wir die Beschleunigungen, denen der Zug 

unterworfen ist. Diese ergeben sich aus: 

𝑟′̈ =
𝑑

𝑑𝑡
(�̇�(𝑡) ( 

𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 ) + 𝑟(𝑡) ( 
−𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡
+𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡

 )) 

= �̈�(𝑡) ( 
𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 ) + �̇�(𝑡)𝜔 (
−𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡
+ 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡

) + �̇�(𝑡)𝜔 (
− 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡
+ 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡

) + 𝑟(𝑡)𝜔2 (
− 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡
− 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

) 

    = �̈�(𝑡) ( 
𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡

 ) + 2�̇�(𝑡)𝜔 (
− 𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡
+ 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡

) +  𝑟(𝑡)𝜔2 (
− 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡
− 𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡

) 

Es gibt also drei verschiedene Terme, deren Bedeutung jetzt diskutiert werden soll.   

Der erste Term ist Null, wenn der Zug eine gleichförmige Geschwindigkeit in Nord-Süd-Richtung 

aufweist. Nur diesen Fall soll betrachtet werden. 

Der dritte Term entspricht dem schon in Abschnitt 2.1.1.5 erhaltenen Ergebnis für einen konstanten 

Radius, d.h. eine Beschleunigung zum Mittelpunkt der Kreisbewegung (Zentripetalkraft). 

Der zweite Term ist tangential zur Kreisbahn gerichtet. Durch die Änderung des Radius der Kreisbahn 

tritt nun eine zusätzliche tangentiale Beschleunigung des Zugs auf, die der Überlagerung zweier 

Geschwindigkeiten geschuldet ist. Für einen Beobachter im Zug, scheint also eine zusätzliche 

Scheinkraft zu wirken. Diese wird als Corioliskraft bezeichnet. 

Bei dem gerade betrachteten Beispiel drückt die Corioliskraft den Zug seitwärts gegen die Schienen10. 

Ist das Objekt hingegen frei beweglich (z.B. eine Rakete, eine Wasser- oder Luftströmung) so bewirkt 

diese Kraft eine Ablenkung des Objekts, bzw. des Mediums bei Bewegung von Norden nach Süden 

nach rechts bezüglich der Bewegungsrichtung (Osten). Die resultierende Bahnkurve eines Flugzeugs ist 

(stark überzeichnet) in Abbildung 15 gezeigt. 

 
10 Dies führt in der Praxis auf der Nordhalbkugel tatsächlich auch zu einem stärkeren Verschleiß der einen 
Schienenseite. Sie wird in Deutschland deshalb mit ca. 0.4 mm mehr Höhe ausgeführt, um die Corioliskräfte 
und den überhöhten Verschleiß auszugleichen. 
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Dieses Zusammenspiel der Bewegungen und Kräfte ist maßgeblich für die Entstehung von Hoch- und 

Tiefdruckgebieten verantwortlich, sorgt aber auch dafür, dass auf der Nordhalbkugel Flussbetten 

häufig auf der rechten Seite ausgewaschener und damit steiler sind als auf der linken Seite. 

 

Abbildung 15: Bahnkurve eines Flugzeugs relativ zur Erdoberfläche resultierend aus der Corioliskraft (stark überzeichnet). 

2.1.4 Gravitation 

Die Beobachtung der Himmelskörper und der Versuch der Beschreibung ihrer Bewegung hat die 

Menschheit schon immer fasziniert. Unser heutiges Verständnis und die Schritte dahin sind verknüpft 

mit zahlreichen Namen berühmter Forschender. Dem Naturphilosophen Claudius Ptolemäus (ca. 100 

– 160 n.Chr.) gelang als erstem eine richtige, wenn auch komplizierte Beschreibung der 

Planetenbahnen auf Basis eines geozentrischen Weltsystems. Die Revolution dieser Vorstellung gelang 

Nikolaus Kopernikus (1473 – 1543) erst durch die radikale neue Idee eines heliozentrischen 

Weltsystems, was Johannes Kepler (1571 – 1630) auf Basis der Beobachtungen von Tycho Brahe (1546 

– 1601) zur Formulierung seiner drei Gesetzmäßigkeiten veranlasste. Sir Isaac Newton (1643 – 1727) 

verallgemeinerte dies für mechanische Systeme und formulierte zudem das Gravitationsgesetz, 

welches die Herleitung der Keplerschen Gesetze erlaubt. Darauf setzt nicht zuletzt Albert Einstein 

(1879 – 1955) auf, um mit seiner allgemeinen Relativitätstheorie die Newtonsche Gravitationstheorie 

zu verallgemeinern. 

2.1.4.1 Die Keplerschen Gesetze 

In der Astronomie beschreiben die von Johannes Kepler zwischen 1609 und 1619 veröffentlichten 

Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung die Bahnen der Planeten um die Sonne. Die Gesetze 

änderten die heliozentrische Theorie von Nikolaus Kopernikus, indem sie die kreisförmigen 

Umlaufbahnen und Epizyklen durch elliptische Bahnen ersetzten und erklären, wie die 

Geschwindigkeiten der Planeten variieren.  

Die elliptischen Bahnen der Planeten wurden seinerzeit durch Berechnungen der Bahn des Mars 

nachgewiesen. Daraus leitete Kepler ab, dass auch andere Körper im Sonnensystem, einschließlich 

derjenigen, die weiter von der Sonne entfernt sind, elliptische Bahnen haben. Das zweite Gesetz 

besagt, dass ein Planet, der sich näher an der Sonne befindet, sich schneller fortbewegt. Das dritte 

Gesetz besagt, dass die Umlaufgeschwindigkeit eines Planeten umso langsamer ist, je weiter er von 

der Sonne entfernt ist, und andersherum. 

𝑧 

𝑥 

𝜔 

Äquator

Nordpol

Südpol
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Die drei Gesetze sind in Abbildung 16 zusammengefasst und besagen, nochmals mathematischer 

gefasst, Folgendes: 

1. Die Umlaufbahnen von Planeten sind Ellipsen mit Brennpunkten 𝐹2, 𝐹3, … und der Sonne im 

Brennpunkt 𝐹1. 

2. Ein Liniensegment, das einen Planeten und die Sonne verbindet, überstreicht in gleichen 

Zeitintervallen gleiche Flächen. Die beiden schraffierten Sektoren 𝐴1 und 𝐴2 haben die 

gleiche Fläche, und die Zeit, die der Planet 1 benötigt, um das Segment 𝐴1 zu durchqueren, 

ist gleich der Zeit, die er für das Segment 𝐴2 benötigt. 

3. Das Quadrat der Umlaufzeit eines Planeten ist proportional zum Kubus der Länge der 

Halbachse seiner Umlaufbahn. Die Umlaufzeiten für Planet 1 und Planet 2 haben also ein 

Verhältnis von (𝑎1 𝑎2⁄ )3 2⁄ . 

 

Abbildung 16: Grafische Zusammenfassung der drei Keplerschen Gesetze 

2.1.4.2 Newtons Gravitationsgesetz 

Isaac Newton zeigte 1687, dass Beziehungen wie die von Kepler auch im Sonnensystem gelten, und 

zwar als Folge seiner eigenen Bewegungsgesetze und des Gesetzes der universellen Gravitation. 

Basierend auf den Bewegungen der Planeten leitete er eine Gesetzmäßigkeit zur Wechselwirkung 

zwischen allen materiellen Körpern ab.  

Zwei Massen 𝑚1  und 𝑚2 ziehen sich gegenseitig an, d.h. sie üben eine anziehende Kraft, die 

sogenannte Gravitationskraft �⃗�𝑔  aufeinander aus. Experimentell stellt man fest, dass die Kraft 

zwischen zwei Massen mit der Entfernung zum Quadrat abfällt und proportional zum Produkt der 

beiden Massen ist, d.h. es gilt: 

𝐹1 

Planet 1

𝐹2 

𝐹3 

𝐴1 

𝐴2 

𝑎1 

𝑎2 

Planet 2

Sonne
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�⃗�𝑔 = 𝛾
𝑚1𝑚2
𝑟2

𝑟

|𝑟|
 

Die Größe 𝛾 heißt Gravitationskonstante und ergibt sich zu 𝛾 = 6.6726 ⋅ 10−11
𝑚3

𝑘𝑔𝑠2
. 

Natürlich gehorcht auch die Gravitationskraft den Newtonschen Axiomen. Wir haben diese bereits 

mehrfach als näherungsweise konstante Kraft auf der Erdoberfläche angenommen. Etwas genauer ist 

die Beschleunigung, die ein Objekt mit Masse 𝑚 auf der Erdoberfläche erfährt allerdings: 

�⃗�𝑔

𝑚
= 𝛾

𝑚𝐸

𝑟𝐸
2

𝑟𝐸
|𝑟𝐸|

  

Dazu wir die Masse der Erde 𝑚𝐸 und der Radius der Erde 𝑟𝐸 verwendet. Nimmt man nun gerade den 

mittleren Erdradius und eine perfekte Kugeloberfläche an, so ergibt sich mit dem 2. Newtonschen 

Axiom: 

�⃗�

𝑚
= �⃗� = 𝛾

𝑚𝐸

𝑟𝐸
2

𝑟𝐸
|𝑟𝐸|

  

Und damit für den Betrag der Beschleunigung |�⃗�| = 9.807
𝑚

𝑠2
.  

Mit Hilfe des Newtonschen Gravitationsgesetzt lassen sich aber weitere Erkenntnisse über das 

Zusammenspiel von zueinander bewegten Objekten erhalten, bei denen die Gravitationskräfte eine 

besondere Rolle spielen. Eine extreme Ausprägung findet dies bei Systemen, bei denen man gezielt 

mit den Gravitationskräften arbeitet, z.B. in Weltraumanwendungen. 

Beispiel - Ein Satellit in einer Kreisbahn um die Erde: 

Wenn ein Satellit sich in einer Kreisbahn um die Erde bewegt, wird er beschleunigt, d.h. es wirkt eine 

Kraft auf ihn (s. Abbildung 17). Wie in Abschnitt 2.1.1.5 gezeigt, ist der Betrag der Beschleunigung �⃗�, 

die der Satellit auf einer Kreisbahn erfährt  

𝑎 = 𝜔2 𝑟 

und �⃗� ist zum Zentrum der Kreisbahn, d.h. zum Erdmittelpunkt hingerichtet. Die für diese 

Beschleunigung verantwortliche Kraft ist die von der Erde erzeugte Gravitationskraft.  

�⃗�𝑔 = − 𝛾
𝑚𝐸𝑚𝑆
𝑟2

𝑟

|𝑟|
 

𝑚𝐸 ,  𝑚𝑆  sind Erdmasse bzw. Satellitenmasse. Ohne Gravitationskraft �⃗�𝑔 würde sich der Satellit von 

Punkt 𝐴 gerade zu Punkt 𝐵‘ bewegen. Wegen �⃗�𝑔 „fällt“ der Satellit während dieser Zeit um die Strecke 

∆𝑠 auf die Erde zu. Die Überlagerung beider Bewegungen ergeben die resultierende Kreisbahn. 
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Abbildung 17: Kreisbahn eines Satelliten um die Erdoberfläche 

Die Beschleunigung, die der Satellit erfährt, wird durch die Gravitationskraft erzeugt. Deshalb gilt  

− 𝑟𝜔2
𝑟

|𝑟|
= − 

1

𝑚𝑆
𝛾
𝑚𝐸𝑚𝑆
𝑟2

𝑟

|𝑟|
⇒ 𝜔2 = 𝛾 

𝑚𝐸
𝑟3

    

Für die Geschwindigkeit des Satelliten ergibt sich aus der obigen Gleichung 

𝜔2 𝑟2 =  𝑣2 = 𝛾 
𝑚𝐸
𝑟

 

Je kleiner der Radius der Umlaufbahn ist, desto höher muss also die Geschwindigkeit des Satelliten 

sein. Damit ein Satellit immer über dem gleichen Punkt der Erde stationiert ist, muss er eine bestimmte 

Geschwindigkeit 𝑣 (wegen der Erddrehung) aufweisen. Aus dieser Anforderung ergibt sich direkt eine 

bestimmte Höhe über der Erde, um einen geostationären Orbit zu erreichen, damit der Satellit seine 

Umlaufbahn nicht im Wechselspiel mit der Gravitationskraft verliert. 

2.1.5 Energie, Arbeit und Leistung 

2.1.5.1 Energie und Arbeit 

Der Ausdruck „Energie“ wurde schon in der Antike von den alten Griechen verwendet, z.B. von 

Aristoteles als: 

  Wirkkraft, durch die Mögliches in Seiendes übergeht. 

Allgemein in die Physik eingeführt wurde der Begriff von Thomson und Rankine um 1850. Heute ist der 

Begriff im täglichen Sprachgebrauch zu finden. Man kennt Begriffe wie Wärmeenergie, Kernenergie, 

elektrische Energie und diverse Energien, die mit Vorgängen der Mechanik zusammenhängen, wie z.B. 

Windenergie oder Energie aus Wasserkraft.  

Nach allen bisher in der Physik durchgeführten Beobachtungen gilt: Energie kann nicht erzeugt, 

sondern nur von einer Form in eine andere umgewandelt werden. Das soll in den nächsten Abschnitten 

nun weiter erläutert werden.  



Technische Physik I 

41 
 

In der Mechanik kann man den Begriff der Energie 𝐸 über die Arbeit einführen, wenn ein Objekt mit 

Masse 𝑚 bei Anwesenheit einer Kraft �⃗� über einen Weg 𝑠 bewegt wird. Dabei muss am Objekt eine 

Arbeit 𝑊 geleistet werden. Es gilt: 

𝑊 = �⃗� ∙ 𝑠 

Die Arbeit ist das Skalarprodukt der Vektoren �⃗� und 𝑠, d.h. die Bewegungsrichtung relativ zur Richtung 

der Kraft ist wichtig. Die Maßeinheit für die Arbeit ist [𝑁𝑚] oder in SI-Einheiten [
𝑘𝑔𝑚

𝑠2
]. Zu Ehren von 

James Prescott Joule, wird die Einheit der Energie im SI als 1 [𝐽] = 1[𝑁𝑚] abgekürzt und wird heute 

für alle Energieformen verwendet, also auch für die Arbeit und Wärmemenge. 

Betrachten wir den Fall, dass ein Objekt der Masse 𝑚 im Gravitationsfeld an der Erdoberfläche bewegt 

wird (s. Abbildung 18). 

 

Abbildung 18: Bewegung eines Objektes im Gravitationsfeld der Erde 

Stehen 𝑠 und �⃗� senkrecht aufeinander, ist die zu leistende Arbeit bei der Bewegung des Objekts Null, 

sind 𝑠 und �⃗� antiparallel (die Masse 𝑚 wird hochgehoben), ist die zu leistende Arbeit maximal. Ist die 

Kraft eine Funktion des zurückgelegten Wegs, so muss die Arbeit über (infinitesimale) Teilstücke der 

Wegstrecke 𝑑𝑟 summiert werden. Für ein Teilstück gilt: 

𝑑𝐴 =  �⃗�(𝑟) 𝑑𝑟 

Und für die über die gesamte Strecke 𝑠 geleistete Arbeit: 

𝐴 = ∫ �⃗�(𝑟) 𝑑𝑟
𝑠

0
 

Kommen wir nochmal zurück zum Beispiel eines Objektes auf einer schiefen Ebene, um dies besser 

zu veranschaulichen. 

Beispiel - Arbeit bei der Bewegung eines Objekts auf einer schiefen Ebene: 

 Die auf das Objekt in Abbildung 19 wirkende Kraft beträgt: 

�⃗�𝑔 = 𝑚�⃗�  

Die wirkende Kraft (Gravitation) wird über die betrachtete Höhe als konstant angenähert. 

�⃗�𝑔 = 𝑚�⃗�

𝑠

�⃗�𝑔 = 𝑚�⃗�

𝑠
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Abbildung 19: Bewegung eines Objektes auf der schiefen Ebene 

Die Arbeit, die geleistet werden muss, um das Objekt um die Strecke 𝑠 entlang der schiefen Ebene nach 

oben zu schieben, ergibt sich dann zu: 

𝑊 = −𝑚 �⃗� 𝑠 = −𝑚𝑔𝑠 𝑐𝑜𝑠(90 + 𝜙)  = 𝑚𝑔𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜙 

Für den Betrag der Strecke 𝑠 ergibt sich aus Abbildung 19: 

𝑠 =
ℎ

𝑠𝑖𝑛 𝜙
 

Damit ergibt sich für die Arbeit 𝑊: 

𝑊 = −𝑚�⃗�𝑠 = − 𝑚𝑔𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜙 = − 𝑚𝑔
ℎ

𝑠𝑖𝑛𝜙
𝑠𝑖𝑛 𝜙 = − 𝑚𝑔ℎ 

Die am Objekt verrichtete Arbeit ist unabhängig von der Neigung der Ebene und hängt nur von dem 

Höhenunterschied ab. Der notwendige Betrag der Kraft für die Bewegung des Objekts wächst 

allerdings mit steigendem Winkel 𝜙.  

Je nach Richtung von 𝑠 ändert sich das Vorzeichen der Arbeit. Wenn 𝑠 antiparallel zu �⃗� ist (Objekt wird 

nach oben bewegt), ist die Arbeit negativ. Sie wird am Objekt geleistet, das dadurch seine Energie 

erhöht. Wenn 𝑠 parallel zu �⃗� ist, ist die Arbeit positiv, d.h. das Objekt leistet Arbeit. 

Dies lässt sich zusammenfassen im Energiesatz der Mechanik: 

Δ𝐸 = 𝐸𝑛𝑎𝑐ℎℎ𝑒𝑟 − 𝐸𝑣𝑜𝑟ℎ𝑒𝑟 = Δ𝑊 
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Die Energie eines Objektes ergibt sich durch die geleistete Arbeit. Die mechanische Energie eines 

Körpers ist zusammengesetzt aus zwei Beiträgen: 

𝐸 = 𝐸𝑘𝑖𝑛 + 𝐸𝑝𝑜𝑡 

Nämlich der aus einer Beschleunigungsarbeit resultierenden kinetischen Energie 𝐸𝑘𝑖𝑛  und der 

potenziellen Energie 𝐸𝑝𝑜𝑡. 

Die kinetische Energie ergibt sich zu: 

𝐸𝑘𝑖𝑛 =
1

2
𝑚𝑣2 

Damit lässt sich zusammen mit der verrichteten Arbeit schreiben: 

𝛥𝑊 = ∫ �⃗�𝑑𝑟 =
𝑟2

𝑟1

𝐸𝑘𝑖𝑛(𝑟2) − 𝐸𝑘𝑖𝑛(𝑟1) = 𝛥𝐸𝑘𝑖𝑛 

Anderseits wurde oben gezeigt, dass: 

𝛥𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) = −∫ �⃗�𝑑𝑟 =
𝑟2

𝑟1

𝐸𝑘𝑖𝑛(𝑟1) − 𝐸𝑘𝑖𝑛(𝑟2) = −𝛥𝐸𝑘𝑖𝑛 

Damit folgt der Zusammenhang zwischen potenzieller Energie und Arbeit nach verrichteter Bewegung: 

𝛥𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) = −𝛥𝑊(𝑟) 

Wird Arbeit an oder von einem Objekt geleistet, so ist diese gleich der negativen Änderung der 

potenziellen Energie des Objektes.  

Im Beispiel in Abschnitt 2.1.4.2 war das Ziel gerade ein Objekt (Satellit) in der Nähe eines anderen 

Objektes (Erde) zu halten. Um hingegen dem Gravitationsfeld eines Planeten zu entkommen, muss 

eine Mindestenergie erzeugt werden. Diese ist durch die Arbeit bestimmt, die geleistet werden muss, 

um ein Objekt der Masse 𝑚  von der Oberfläche eines Planeten unendlich weit weg von diesem 

Planeten zu schaffen, wo die Gravitationskraft nicht mehr wirkt. Im Fall einer Rakete muss in einer 

bestimmten Höhe eine Geschwindigkeit 𝑣 erreicht werden, so dass die damit verbundene kinetische 

Energie, die noch zu leistenden Arbeit zum Entkommen aus dem Gravitationsfeld bereitstellt. Diese 

Geschwindigkeit heißt Fluchtgeschwindigkeit. 

Es soll nun die Geschwindigkeit berechnet werden, die für die Masse 𝑚 notwendig ist, um von der 

Erdoberfläche aus dem Gravitationsfeld der Erde zu entfliehen. Wir hatten gesehen, dass der Ausdruck 

für die Gravitationskraft in Abschnitt 2.1.4.2 lautet  

�⃗� = −𝛾
𝑀𝐸𝑚

𝑟2
 
𝑟

𝑟
 

Die Arbeit, die aufgewendet werden muss, um dem Gravitationsfeld der Erde zu entkommen, ist somit 

𝑊 = ∫ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
∞

𝑟𝐸

= −∫ 𝛾
𝑀𝐸𝑚

𝑟2
 
𝑟

𝑟
 𝑑𝑟

∞

𝑟𝐸

= ∫ 𝛾
𝑀𝐸𝑚

𝑟2
𝑑𝑟

∞

𝑟𝐸

= 𝛾
𝑀𝐸𝑚

𝑟𝐸
 

Um dem Gravitationsfeld der Erde zu entkommen, muss die anfängliche kinetische Energie eines 

Körpers größer als diese Arbeit sein, d.h. 

1

2
𝑚𝑣𝐹

2 > 𝛾
𝑀𝐸𝑚

𝑟𝐸
⇒ 𝑣𝐹 ≥ √

2𝛾𝑀𝐸
𝑟𝐸
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Hier ist 𝑣𝐹 die Fluchtgeschwindigkeit. Setzt man Erdmasse und Erdradius in obige Gleichung ein, so 

ergibt sich die Fluchtgeschwindigkeit von der Erdoberfläche zu 

𝑣𝐹 ≥ 1,13 × 10
4
𝑚

𝑠
 

Beispiel – Mehrstufige Rakete: 

Zurzeit des Saturnprogramms ließ sich die Fluchtgeschwindigkeit von der Erde mit einer einstufigen 

Rakete nicht realisieren. Deswegen führte man mehrstufige Raketen ein (eine Stufe besteht aus 

Antrieb, Treibstoffbehälter und Treibstoff), die noch einmal eine Gewichtsreduktion durch Absprengen 

der Stufe, deren Treibstoff verbraucht war, erlaubte. Es soll nun eine Dreistufenrakete, deren 𝑖-te Stufe 

vor dem Verbrennungsvorgang die Masse 𝑀𝑖und nach dem Brennschluss (Brenndauer 𝑡𝑖) die Masse 

𝑀𝑖′ hat, betrachtet werden. Die Geschwindigkeit einer solchen Rakete ergibt sich durch die folgende 

Rechnung: 

Nach Abbrand der ersten Stufe gilt für die Geschwindigkeit der Rakete 𝑉𝑅𝑆
1 :  

𝑉𝑅𝑆
1 = 𝑣 𝑙𝑛 (

𝑀1 +𝑀2 +𝑀3
𝑀′

1 +𝑀2 +𝑀3
) 

Bei Zündung der zweiten Stufe hat die Rakete also die Geschwindigkeit 𝑉𝑅𝑆
1 , die Masse 𝑀′

1 wurde 

abgesprengt. 

Nach Abbrennen der zweiten Stufe beträgt die Geschwindigkeitszunahme durch die zweite Stufe: 

𝑉𝑅𝑆
2 − 𝑉𝑅𝑆

1 = 𝑣 𝑙𝑛 (
𝑀2 +𝑀3
𝑀′

2 +𝑀3
) 

Entsprechend gilt nach Abbrand der dritten Stufe: 

𝑉𝑅𝑆
3 − 𝑉𝑅𝑆

2 = 𝑣 𝑙𝑛 (
𝑀3
𝑀′

3
) 

Die Endgeschwindigkeit der Rakete ist die Summe dieser drei Ausdrücke, also 

𝑉𝑅𝑆
𝑒𝑛𝑑 = 𝑣 𝑙𝑛 (

𝑀1 +𝑀2 +𝑀3
𝑀′

1 +𝑀2 +𝑀3
∙
𝑀2 +𝑀3
𝑀′

2 +𝑀3
∙
𝑀3
𝑀′

3
) 

2.1.5.2 Erhaltungssätze 

Wie bereits im vorherigen Abschnitt angemerkt, kann Energie weder erzeugt noch vernichtet werden, 

sondern stets nur in andere Formen der Energie überführt werden. Dies stellt eines der 

fundamentalsten Prinzipien der Physik dar, die sogenannte Energieerhaltung. 

Als Beispiel betrachtet man noch einmal das 2. Newtonsche Axiom angewendet auf den freien Fall: 

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑚𝑔 

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit der Geschwindigkeit 𝑣,  ergibt sich (𝑧  ist die 1-

dimensionale Koordinate der Masse 𝑚): 
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𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑣 = −𝑚𝑔𝑣  ⇒   𝑚

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑣2) = −𝑚𝑔 

𝑑

𝑑𝑡
𝑧 

⇒
𝑑

𝑑𝑡
(
1

2
𝑚𝑣2) = −

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑔𝑧) 

⇒
𝑑

𝑑𝑡
(
1

2
𝑚𝑣2 +𝑚𝑔𝑧) = 0 

⇒ (
1

2
𝑚𝑣2 +𝑚𝑔𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Die Größe innerhalb der Klammer ist zeitlich konstant, d.h. sie bleibt während der Bewegung erhalten. 

Voraussetzung dafür ist, dass die Kraft (in diesem Fall 𝑚𝑔) nicht explizit von der Zeit abhängt. 

In diesem Fall ergibt sich also die zeitliche Konstanz der Summe von potenzieller und kinetischer 

Energie direkt aus dem 2. Newtonschen Axiom. Die kinetische Energie hängt von der Geschwindigkeit 

der Masse, die potenzielle Energie von ihrer Ortskoordinate ab. Man kann also mit 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟)  als 

potenzieller Energie allgemein schreiben: 

𝑑

𝑑𝑡
(
1

2
𝑚�̇�2 + 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟)) = 0 

Mit Anwendung der Kettenregel ergibt sich: 

⇒  (𝑚�̇��̈� +
𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟)) = 0 

Da 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) nur eine Funktion des Orts ist folgt: 

⇒  (𝑚�̇��̈� +
𝑑𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟)

𝑑𝑟
�̇�) = 0 

⇒  (𝑚�̈� +
𝑑𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟)

𝑑𝑟
) = 0 

Für 𝑣 = �̇� ≠ 0 folgt dann: 

𝑚�̈� = −
𝑑𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟)

𝑑𝑟
= 𝐹 

Damit gilt offensichtlich auch: 

𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) = −∫𝐹(𝑟)𝑑𝑟 

Das ist, bis auf das Vorzeichen, der Ausdruck für die geleistete Arbeit11. Die mechanische Energie eines 

Objekts setzt sich aus potenzieller Energie 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) und kinetischer Energie 𝐸𝑘𝑖𝑛(𝑣) zusammen: 

𝐸𝐺𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) + 𝐸𝑘𝑖𝑛(𝑣) 

Dies entspricht dem bereits postulierten Energie(erhaltungs)satz der Mechanik! 

Je nach System berechnet sich die potenzielle Energie jedoch unterschiedlich. Aus der geleisteten 

Arbeit im Gravitationsfeld ergibt sich der bekannte Ausdruck 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) = 𝑚𝑔𝑟, für die Arbeit gegen eine 

 
11 Unterschied: Arbeit wird am Objekt geleistet, die potenzielle Energie beschreibt die Zu- oder Abnahme der 
Energie des Objekts. 
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Federkraft mit der Federkonstante 𝑘 ergibt sich hingegen 𝐸𝑝𝑜𝑡(𝑟) =
1

2
𝑘𝑟2. Letzteres wird in Abschnitt 

2.4.1 noch genauer behandelt werden. Die Maßeinheit der potenziellen Energie ist in jedem Fall die 

einer Energie, d.h. [
𝑘𝑔𝑚2

𝑠2
] ≡ [𝑁𝑚].  

Wenden wir uns nun dem 3. Newtonschen Axiom zu. Aus diesem folgt der sogenannte 

Impulserhaltungssatz: 

𝑑𝑝1
𝑑𝑡

= −
𝑑𝑝2
𝑑𝑡

     

⇒   
𝑑𝑝1
𝑑𝑡

+
𝑑𝑝2
𝑑𝑡

= 0 

⇒
𝑑

𝑑𝑡
(𝑝1 +  𝑝2) = 0 

Da die zeitliche Ableitung von (𝑝1 +  𝑝2) Null ist, folgt dass (𝑝1 +  𝑝2) zeitlich konstant ist, d.h. wenn 

zwei (oder auch mehr) Objekte miteinander wechselwirken, so bleibt ihr Gesamtimpuls erhalten. 

Zwei Objekte mit konstanten Massen 𝑚1  und 𝑚2  üben aufeinander eine Kraft aus. Für 

Impulserhaltung gilt: 

𝑚1
𝑑�⃗�1
𝑑𝑡

= −𝑚2
𝑑�⃗�2
𝑑𝑡

 

Für den Fall gleicher Massen 𝑚1 =  𝑚2 ergibt sich: 

�⃗�1 =  
𝑑�⃗�1
𝑑𝑡

= − 
𝑑�⃗�2
𝑑𝑡

= �⃗�2     ⇒         |
𝑑�⃗�1
𝑑𝑡
| = |�⃗�1| = |�⃗�2| = |

𝑑�⃗�2
𝑑𝑡
| 

Die Beschleunigungen sind entgegengesetzt und betragsmäßig gleich. Bei gleicher Anfangs-

geschwindigkeit sind dann auch die zurückgelegten Strecken der beiden Objekte gleich. 

Sind die Massen nicht gleich, so gilt: 

𝑚1�⃗�1 = − 𝑚2�⃗�2 ⇒ �⃗�1 = − 
𝑚2
𝑚1
�⃗�2 

Wir nehmen an, dass sich beide Objekte als Massenpunkte bei 𝑡 = 0 in Ruhe und in unendlich 

kleinen Abstand voneinander befinden.  Dann gelten für die Geschwindigkeit �⃗�(𝑡) und die 

zurückgelegte Strecke 𝑠(𝑡): 

�⃗�1(𝑡) =  ∫ �⃗�1 𝑑𝑡′
𝑡

0

=  ∫− 
𝑚2
𝑚1
�⃗�2 𝑑𝑡′

𝑡

0

= − 
𝑚2
𝑚1
∫�⃗�2 𝑑𝑡′
𝑡

0

= − 
𝑚2
𝑚1
�⃗�2(𝑡) 

𝑠1(𝑡) = ∫ �⃗�1 𝑑𝑡′
𝑡

0

= − ∫
𝑚2
𝑚1
�⃗�2(𝑡

′) 𝑑𝑡′
𝑡

0

= − 
𝑚2
𝑚1
𝑠2(𝑡) 

 

Beispiel - Impulserhaltung: 

Zwei Personen mit unterschiedlichen Massen stehen sich auf zwei Rollbrettern gegenüber. Sie sind 

über ein Seil miteinander verbunden.  Eine Person zieht an dem Seil so, dass sich die Rollbretter 
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aufeinander zubewegen und aufeinandertreffen. Das Verhältnis der von dem jeweiligen Rollbrett 

zurückgelegte Distanzen beim Auftreffen aufeinander ist durch obigen Ausdruck für 𝑠(𝑡) festgelegt: 

𝑠1
𝑠2
=
𝑚2
𝑚1

 

Die Person mit der größeren Masse legt also die kürzere Distanz zurück! 

2.1.5.3 Leistung 

Als Maß dafür, in welcher Zeitspanne eine Arbeit verrichtet wird, ist die Leistung definiert als: 

𝑃 =
∆𝑊

∆𝑡
 

Die Maßeinheit der Leistung ist damit [
𝑁𝑚

𝑠
] ≡ [

𝐽

𝑠
] ≡ [𝑊]. Zu Ehren von James Watt wird die Einheit 

der Leistung nach ihm benannt und mit 1[𝑊] abgekürzt. Die Momentanleistung ergibt sich aus einer 

Grenzwertbetrachtung 𝑡 → 0, d.h. 

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= �⃗� �⃗� 

Es soll nun ein Objekt unter Einwirkung einer Kraft (z.B. 𝑚�⃗�) betrachtet werden. Wie ändert sich die 

kinetische Energie unter Einfluss einer solchen Kraft? Der Zusammenhang zwischen einer wirkenden 

Kraft und der daraus folgenden betragsmäßigen zeitlichen Änderung der kinetischen Energie kann 

folgendermaßen hergestellt werden: 

𝑑

𝑑𝑡
(
1

2
𝑚𝑣2) = 𝑚𝑣 ̇ 𝑣 = 𝐹 𝑣 = 𝑃 

Wie in Abschnitt 2.1.5.1 bei der Definition der Arbeit betrachtet, spielt die relative Richtung von Kraft 

und Weg eine wichtige Rolle, d.h. man muss immer berücksichtigen, dass Kräfte, Geschwindigkeiten 

und Wege Vektoren sind. Das kann man tun, indem man die obige Gleichung folgendermaßen schreibt: 

𝑑

𝑑𝑡
(
1

2
𝑚�⃗��⃗�) =

1

2
𝑚�⃗��̇⃗� +

1

2
𝑚�̇⃗��⃗�

⏟          
𝑆𝑘𝑎𝑙𝑎𝑟𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑘𝑡 𝑖𝑠𝑡 𝑘𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣

=   𝑚𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗̇�⃗� =  �⃗� �⃗� = 𝑃 

Das entspricht der obigen Gleichung, aber in Vektorform.  

Damit kann man eine direkte Beziehung zwischen der Änderung der kinetischen Energie eines Objekts 

pro Weg und der Kraft, die auf dieses Objekt wirkt, ableiten: 

𝑚�⃗� ̇ �⃗� = 𝑚�⃗� 
𝑑�⃗�(𝑟)

𝑑𝑡
=⏟

𝐾𝑒𝑡𝑡𝑒𝑛𝑟𝑒𝑔𝑒𝑙

𝑚�⃗� 
𝑑�⃗�

𝑑𝑟
 
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 

= 𝑚�⃗� 
𝑑�⃗�

𝑑𝑟
 �⃗� = �⃗� �⃗� 

Es folgt: 

𝑚�⃗� 
𝑑�⃗�

𝑑𝑟
= �⃗� =

𝑑

𝑑𝑟
(
1

2
𝑚�⃗�2) =

𝑑

𝑑𝑟
 𝐸𝑘𝑖𝑛 

Die wirkende Kraft �⃗� entspricht also gerade der Änderung der kinetischen Energie 𝐸𝑘𝑖𝑛 als Funktion 

des Ortes.  
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Die Leistung von technischen Systemen misst man, daher indem man über einen bestimmten Zeitraum 

die abgegebene Arbeit ermittelt. In der Realität geschieht dies nie ohne Verluste (z.B. Reibung, 

Wärme), weshalb sich als Maßzahl zur Bewertung der Effektivität eines Systems der sogenannte 

Wirkungsgrad etabliert hat: 

𝜂 =
𝑃𝑒𝑓𝑓

𝑃𝑁
= 1 −

𝑃𝑉
𝑃𝑁

 

Dies setzt die abgegebene Leistung 𝑃𝑒𝑓𝑓  in Bezug zur zugeführten Nennleistung 𝑃𝑁 . Aufgrund der 

Energieerhaltung lässt sich damit auch direkt die Verlustleistung 𝑃𝑉 bilanzieren. Der Wirkungsgrad ist 

eine dimensionslose Größe mit Wertebereich 0 ≦ 𝜂 ≦ 1. 
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2.2 SYSTEME VON MASSENPUNKTEN 
Bisher hat sich die Betrachtung im Wesentlichen auf die Kinematik und Dynamik von einem 

Massenpunkt beschränkt. Im Einzelfall wurde zwar schon etwas auf die gegenseitige Anziehung 

zwischen zwei Objekten (z.B. Erde und Satellit) etwas näher eingegangen, deren Interaktion jedoch 

nicht verallgemeinert. Um daraus ein System von Massenpunkten zu machen sind die Folgenden 

Annahmen zu treffen: 

So wie bei den bisherigen Betrachtungen sollen die einzelnen Objekte punktförmig sein und eine 

Masse haben. Es sollen unterschiedliche Wechselwirkungen zwischen den Massenpunkten 

beschrieben werden. Die Massenpunkte können: 

1. Nicht miteinander wechselwirken 

2. Starr miteinander verbunden sein 

3. Sich eingeschränkt zueinander bewegen (z.B. mit Feder verbunden) 

4. Miteinander kollidieren (kurzzeitig wechselwirken) 

 

Der Gesamtimpuls und die Gesamtenergie eines solchen Systems von Massenpunkten gehorcht dem 

Superpositionsprinzip und ist jeweils gegeben durch: 

𝐸𝐺𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =∑ 𝐸𝑖
𝑁

𝑖=1
    𝑏𝑧𝑤.       �⃗⃗�𝐺𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =∑�⃗⃗�𝑖

𝑁

𝑖=1

 

Dabei läuft der Index 𝑖 von 1 bis 𝑁, wobei 𝑁 die Gesamtzahl der betrachteten Massenpunkte ist. 

2.2.1 Massenschwerpunkt 

Eine wichtige Charakteristik eines Systems von Massenpunkten ist der Massenschwerpunkt. Hierzu ist 

eine Unterscheidung in zwei Fälle hilfreich. 

2.2.1.1 System von Massenpunkten ohne äußere Kräfte  

Für ein solches System gilt wegen dem 3. Newtonschen Axiom (actio = reactio): 

∑ �⃗�𝑖
𝑖𝑛

𝑁

𝑖=1
= 0 =∑

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

𝑁

𝑖=1
=
𝑑

𝑑𝑡
∑ 𝑝𝑖

𝑁

𝑖=1
=
𝑑

𝑑𝑡
�⃗⃗�𝐺𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 

⇒ �⃗⃗�𝐺𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Der Gesamtimpuls des Systems von Massenpunkten ändert sich nicht, wenn keine äußeren Kräfte auf 

das System wirken. Wechselwirkungen der Massenpunkte durch innere Kräfte �⃗�𝑖
𝑖𝑛 untereinander 

ändern den Gesamtimpuls des Systems nicht. In diesem Fall kann man die Beschreibung der Bewegung 

des Systems folgendermaßen beschreiben: 

Die gesamte Masse des Systems ist in einem Punkt konzentriert, der sich gleichförmig fortbewegt oder 

in Ruhe ist.  

Wie bestimmt man die Koordinaten dieses Punktes? Das soll am Beispiel eines Systems bestehend aus 

zwei Massenpunkten mit Massen 𝑚1 und 𝑚2 untersucht werden.  

Für zwei miteinander wechselwirkende Massenpunkte 𝑚1 und 𝑚2 gilt wegen dem 3. Newtonschen 

Axiom (actio = reactio): 
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0 = �⃗�𝑒𝑥𝑡 =
𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑚1𝑟1 +𝑚2𝑟2) 

= (𝑚1 +𝑚2)
𝑑2

𝑑𝑡2
(
𝑚1𝑟1 +𝑚2𝑟2
𝑚1 +𝑚2

)
⏟          
ℎ𝑎𝑡 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝐿ä𝑛𝑔𝑒

 

= (𝑚1 +𝑚2)
𝑑2

𝑑𝑡2
�⃗⃗� = 0 

Dabei definiert man die Größe �⃗⃗� als Schwerpunkt des Systems: 

�⃗⃗� = (
𝑚1𝑟1 +𝑚2𝑟2
𝑚1 +𝑚2

) 

Die Gleichung entspricht dem 2. Newtonschen Axiom für einen Massenpunkt der Masse (𝑚1 +  𝑚2) 

mit Ortsvektor �⃗⃗�. Der durch den Ortsvektor �⃗⃗�  beschriebene Punkt unterliegt keiner Beschleunigung. 

Man kann das System also durch folgende Angaben beschreiben: 

1. Ort und Geschwindigkeit des durch den Ortsvektor �⃗⃗� beschriebenen Punktes 

2. Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung der Massen 𝑚1und 𝑚2 relativ zu diesem Punkt 

oder relativ zueinander  

Der durch �⃗⃗� beschriebene Punkt heißt Schwerpunkt des Systems. Es soll nun ein System mit einer 

beliebigen Anzahl 𝑛 von Massenpunkten betrachtet werden. Es sollen weiterhin keine äußeren Kräfte 

auf das System wirken. Analog zum System mit zwei Massenpunkten gilt: 

0 =
𝑑2

𝑑𝑡2
 ∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖 =

𝑛

𝑖=1
(∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1
)
𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛

𝑖=1
 

= 𝑀
𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑀

𝑛

𝑖=1
 

= 𝑀 
𝑑2

𝑑𝑡2
�⃗⃗�𝑆 = 0 

Dabei sind: 

𝑀 =∑ 𝑚𝑖
𝑛

𝑖=1
 

und  

�⃗⃗�𝑆 =∑
𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑀

𝑛

𝑖=1
 

Der Ortsvektor �⃗⃗�𝑆 bezeichnet wieder den Punkt des Systems, der ohne die Anwesenheit äußerer Kräfte 

keine Beschleunigung erfährt, d.h. den Schwerpunkt.  

Beispiel – Zwei Massen mit Koordinatensystem im Schwerpunkt: 

Beschreibung der Bewegung zweier Massen ohne äußere einwirkende Kraft in einem 

Koordinatensystem, dessen Ursprung der Schwerpunkt des Systems ist (s. Abbildung 20). 
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Abbildung 20: Bewegung zweier Massen im Schwerpunktsystem 

Die Relativkoordinate der beiden Massen zum Schwerpunkt sind gegeben durch: 

𝑟1
𝑆 = 𝑟1 − �⃗⃗�𝑆  und    𝑟2

𝑆 = 𝑟2 − �⃗⃗�𝑆 

Entsprechend gilt für die Relativgeschwindigkeiten: 

�̇�1
𝑆 = �̇�1 − �̇⃗⃗�𝑆 = �⃗�1 − �⃗�𝑆 

�̇�2
𝑆 = �̇�2 − �̇⃗⃗�𝑆 = �⃗�2 − �⃗�𝑆 

Mit: 

�⃗�𝑆 =
𝑚1�⃗�1 +𝑚2�⃗�2
𝑚1 +𝑚2

 

Berechnet man die Impulse der beiden Massen im Schwerpunktsystem (d.h. relativ zum Schwerpunkt), 

so ergibt sich: 

𝑝1
𝑆 = 𝑚1�⃗�1

𝑆 = 𝑚1(�⃗�1 − �⃗�𝑆) = 𝑚1 (�⃗�1 −
𝑚1�⃗�1 +𝑚2�⃗�2
𝑚1 +𝑚2

) =
𝑚1𝑚2
𝑚1 +𝑚2

(𝑣1 − �⃗�2) 

𝑝2
𝑆 = 𝑚1�⃗�2

𝑆 = 𝑚2(�⃗�2 − �⃗�𝑆) = 𝑚2 (�⃗�2 −
𝑚1�⃗�1 +𝑚2�⃗�2
𝑚1 +𝑚2

) =
𝑚1𝑚2
𝑚1 +𝑚2

(�⃗�2 − �⃗�1) = −𝑝1
𝑆 

Und damit: 

�⃗⃗�𝐺𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡
𝑆 =  𝑝1

𝑆 + 𝑝2
𝑆 = 0 

Der Gesamtimpuls bezüglich des Schwerpunkts ist also wie erwartet Null. 
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2.2.1.2 System von Massenpunkten mit äußeren Kräften  

Wirkt eine äußere Kraft auf das System, d.h. �⃗�𝑒𝑥𝑡 ≠ 0, so kann die Einwirkung dieser äußeren Kraft auf 

das Gesamtsystem von 𝑛  Massen durch die Beschleunigung des Schwerpunktes und durch die 

Beschreibung der Relativbewegung der Massen zum Schwerpunkt beschrieben werden. 

Stellt man die Bewegungsgleichungen eines Systems aus vielen Massenpunkten auf (2. Newtonsches 

Axiom), so kann man diese unterteilen in: 

1. Bewegung des Schwerpunktes 

2. Relativbewegung der einzelnen Massen zum Schwerpunkt  

Geschwindigkeit �⃗�𝑆 und Beschleunigung �⃗�𝑆  des Schwerpunktes ergeben sich aus der zeitlichen 

Ableitung der Schwerpunktkoordinate:   

�⃗�𝑆 =
𝑑

𝑑𝑡
�⃗⃗�𝑆 =

𝑑

𝑑𝑡
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑀

=
𝑛

𝑖=1
∑

𝑚𝑖
𝑑𝑟𝑖
𝑑𝑡
𝑀

=
𝑛

𝑖=1
∑

𝑚𝑖�⃗�𝑖
𝑀

𝑛

𝑖=1
 

�⃗�𝑆 =
𝑑2

𝑑𝑡2
�⃗⃗�𝑆 =

𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑀

=
𝑛

𝑖=1
∑

𝑚𝑖
𝑑2𝑟𝑖
𝑑𝑡2

𝑀
=

𝑛

𝑖=1
∑

𝑚𝑖�⃗�𝑖
𝑀

𝑛

𝑖=1
 

Es sollen äußeren Kräfte  �⃗�𝑖
𝑒𝑥𝑡 zusätzlich zu den inneren Kräften �⃗�𝑖

𝑖𝑛  auf die Massenpunkte wirken. 

Diese äußeren Kräfte bewirken eine Impulsänderung des Gesamtsystems und auch von jedem 

einzelnen Massenpunkt. Es gilt: 

∑ (�⃗�𝑖
𝑒𝑥𝑡 + �⃗�𝑖

𝑖𝑛) =∑
𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡𝑖𝑖

 

Dabei bezeichnet der Index 𝑖 die jeweilige Masse, auf welche die externen und internen Kräfte wirken. 

Betrachten wir z.B. ein System von Massen im Gravitationsfeld der Erde (nahe der Erdoberfläche), so 

sind die externen Kräfte, die auf die jeweilige Masse 𝑚𝑖 wirken, gegeben durch: 

�⃗�𝑖
𝑒𝑥𝑡 = 𝑚𝑖�⃗� 

Da nach dem 3. Newtonschen Axiom die Summe aller inneren Kräfte ∑ �⃗�𝑖
𝑖𝑛

𝑖  Null ist, ergibt sich: 

∑(�⃗�𝑖
𝑒𝑥𝑡 + �⃗�𝑖

𝑖𝑛) =∑�⃗�𝑖
𝑒𝑥𝑡

𝑖

+∑�⃗�𝑖
𝑖𝑛

𝑖

=∑�⃗�𝑖
𝑒𝑥𝑡

𝑖𝑖

=∑
𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

𝑖

=
𝑑

𝑑𝑡
∑𝑝𝑖
𝑖

=
𝑑2

𝑑𝑡2
∑𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑖

=
𝑑�⃗⃗�𝑔𝑒𝑠

𝑑𝑡
 

Wie im Fall eines Systems von Massenpunkten ohne äußere Kräfte betrachtet man den Schwerpunkt 

des Systems. Es gilt: 

𝑑�⃗⃗�𝑔𝑒𝑠

𝑑𝑡
=  

𝑑

𝑑𝑡
∑ 𝑝𝑖

𝑖
=
𝑑2

𝑑𝑡2
∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖 =

𝑛

𝑖=1
(∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1
)
𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛

𝑖=1
 

= 𝑀
𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑀

𝑛

𝑖=1
 

= 𝑀 
𝑑2

𝑑𝑡2
�⃗⃗�𝑆 =∑ �⃗�𝑖

𝑒𝑥𝑡

𝑖
 

Die Wirkung äußerer Kräfte auf ein System von vielen Massenpunkten kann also durch die 

Beschleunigung des Schwerpunkts dieses Systems �⃗⃗�𝑆 mit Gesamtmasse 𝑀 beschrieben werden.  
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2.2.1.3 Reduzierte Masse 

Betrachtet man nochmals die Relativbewegung zweier Massen 𝑚1  und 𝑚2  ohne Einwirkung einer 

äußeren Kraft. Im Unterschied zum Beispiel in Abschnitt 2.2.1.1 kann man die Ortsvektoren 𝑟1 und 𝑟2 

dieser beiden Massen auch in einem beliebigen Koordinatensystem angeben (s. Abbildung 21).  

 

Abbildung 21: Bewegung zweier Massen in einem beliebigen Koordinatensystem 

Der Schwerpunkt der beiden Massen �⃗⃗�𝑆 ist gegeben durch: 

�⃗⃗�𝑆 = (
𝑚1𝑟1 +𝑚2𝑟2
𝑚1 +𝑚2

) 

Der Abstandsvektor zwischen 𝑚1  und 𝑚2  ist �⃗⃗�12 = 𝑟1 − 𝑟2 . Die Relativgeschwindigkeit der beiden 

Massen zueinander ist dann: 

�̇⃗⃗�12 = �̇�1 − �̇�2 = �⃗�1 − �⃗�2 = �⃗�12 

Für die Relativbeschleunigung der beiden Massen gilt: 

𝑑

𝑑𝑡
(�⃗�1 − �⃗�2) =  

�⃗�12
𝑚1

−
�⃗�21
𝑚2

 

                                    = �⃗�12 (
1

𝑚1
+
1

𝑚2
) 

= �⃗�12 (
𝑚1 +𝑚2
𝑚1𝑚2

) =  
𝑑

𝑑𝑡
�⃗�12 =  �⃗�12 

Es folgt: 

�⃗�12 =  (
𝑚1 𝑚2
𝑚1+ 𝑚2

)  �⃗�12 =  𝜇 �⃗�12 = 𝜇 �̈⃗⃗�12 

Das ist die Bewegungsgleichung für einen Massenpunkt mit reduzierter Masse 𝜇. Für einen Beobachter 

mit Koordinatenursprung auf einer der beiden Massen verhalten sich Abstandsvektor, 

Relativgeschwindigkeit und Relativbeschleunigung bei einer Kraft �⃗�12 zwischen den beiden Massen so, 

𝑦 

𝑥 0

𝑟2 𝑟1

𝑅 

𝑚1
𝑚2

𝑅12
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als ob die jeweils andere Masse den Wert 𝜇 annimmt. Dies wird durch die Bewegung beider Massen 

relativ zum Schwerpunkt verursacht.  

Beispiel - Bewegung des Erde-Mond-Systems: 

Der Mond bewegt sich um die Erde, aber Erde und Mond bewegen sich auch gleichzeitig um einen 

gemeinsamen Schwerpunkt, d.h. es gibt eine Bewegung um den gemeinsamen („fixen“) Schwerpunkt 

und eine Relativbewegung von Erde und Mond zueinander.  

 

Abbildung 22: Ortsvektoren des Erde-Mond-Systems 

Für den Schwerpunkt des Erde-Mond-Systems gilt (s. Abbildung 22): 

�⃗⃗�𝑆 = (
𝑚𝐸𝑟𝐸 +𝑚𝑀𝑟𝑀
𝑚𝐸 +𝑚𝑀

) 

Da die Erde eine sehr viel höhere Masse hat als der Mond kann man näherungsweise schreiben: 

�⃗⃗�𝑆 ≈ 𝑟𝐸 +
𝑚𝑀
𝑚𝐸

𝑟𝑀 

Der Schwerpunkt des Erde-Mond-Systems liegt unterhalb der Erdoberfläche und ist eine Konstante der 

Bewegung. Sowohl Erde wie auch Mond führen um diesen gemeinsamen Schwerpunkt eine 

annähernde Kreisbewegung aus (gepunktete Linie in Abbildung 22).  

2.2.2 Stoßprozesse 

Bisher wurden das System von Massenpunkten so betrachtet, dass die einzelnen Massenpunkte 

hinreichend weit voneinander entfernt sind, so dass es zu keiner direkten Wechselwirkung kommt. 

Dies entspricht natürlich nicht der Realität, denn man kann leicht beobachten, dass sich aufeinander 

zu bewegende, und schließlich berührende, Körper in eine ausgeprägte Wechselwirkung begeben.    

Vereinfacht man die Situation auf ein System von zwei Massenpunkten, so gilt ohne äußere Kräfte für 

zwei miteinander wechselwirkende Massen 𝑚1 und 𝑚2 die Impulserhaltung: 

0 = �⃗�12 + �⃗�21 = 𝑚1�̈�1 +𝑚2�̈�2                                

=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚1�̇�1 +𝑚2�̇�2) 

=
𝑑

𝑑𝑡
(�⃗⃗�1 + �⃗⃗�2) =

𝑑

𝑑𝑡
(�⃗⃗�) = 0 
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Der Gesamtimpuls des Systems bleibt also erhalten! Dieses Prinzip erlaubt im Folgenden die 

Betrachtung der zwei fundamentalen Stoßformen – elastisch und unelastisch. 

2.2.2.1 Elastischer Stoß 

Betrachte zwei Massen 𝑚1 und 𝑚2, die sich mit Geschwindigkeit �⃗�1 bzw. �⃗�2 bewegen. Diese beiden 

Massen stoßen miteinander. Dabei soll der Stoß zentral und vollkommen elastisch erfolgen und keine 

äußeren Kräfte vorliegen, d.h. die Gesamtenergie im System bleibt erhalten. Die Wechselwirkung 

zwischen beiden Massen (z.B. Billardkugeln) wird beim Berühren durch elektromagnetische Kräfte der 

Materie der beiden Körper übertragen. Nach dem Stoß haben die beiden Massen die 

Geschwindigkeiten �⃗�1
′  bzw. �⃗�2

′ . Da der Gesamtimpuls des Systems der beiden Massen konstant ist, gilt:  

(𝑚1�̇�1 +𝑚2�̇�2) = (𝑚1�⃗�1 +𝑚2�⃗�2) = (𝑚1�⃗�
′
1 +𝑚2�⃗�

′
2) 

Ein typisches Problem besteht darin, dass man die Geschwindigkeiten der beiden Massen vor dem Stoß 

kennt, und deren Geschwindigkeit nach dem Stoß vorhersagen möchte. Die Impulserhaltung allein 

reicht dazu aber nicht aus, da in der entsprechenden Gleichung zwei Unbekannte auftauchen. Da es 

sich aber um einen elastischen Stoß handeln soll, d.h. die Energieerhaltung für die Energie der beiden 

Massen erfüllt ist, können wir diese als zusätzliche Gleichung mit hinzunehmen:  

(
1

2
𝑚1�⃗�1

2 +
1

2
𝑚2�⃗�2

2) = (
1

2
𝑚1�⃗�

′
1
2
+
1

2
𝑚2�⃗�

′
2
2
) 

Damit erhält man zwei Gleichungen für die zwei Unbekannten �⃗�1
′  und �⃗�2

′  und das Problem wird lösbar.  

Es soll nun der elastische Stoß zweier Massen 𝑚1 und 𝑚2  von zwei Koordinatensystemen aus 

betrachtet werden:  

1. Dem Koordinatensystem mit Ursprung im Schwerpunkt der beiden Massen 

(Schwerpunktsystem) 

2. In einem Koordinatensystem, in dem sich der Schwerpunkt der beiden Massen 

gleichförmig bewegt (Laborsystem) 

Beim ideal unelastischen Stoß ist die kinetische Energie im Schwerpunktsystem (und auch im 

Laborsystem) nicht erhalten, da es nach dem Stoß keine Relativbewegung der Massen zum 

Schwerpunkt mehr gibt (s. Abschnitt 2.2.2.2). 

Beim elastischen Stoß ist die kinetische Energie jedoch erhalten. Im Schwerpunktsystem ist der 

Gesamtimpuls ohne äußere Kräfte stets null, dann gilt für die Impulse der beiden Massen 

(𝑚1,  𝑚2) 𝑝1
𝑆𝑃und 𝑝2

𝑆𝑃 :   

𝑝1
𝑆𝑃 = −𝑝2

𝑆𝑃  𝑢𝑛𝑑  𝑝′1
𝑆𝑃
= −𝑝′2

𝑆𝑃
 

Sowie: 

(𝑝1
𝑆𝑃)

2

2𝑚1
+
(𝑝2
𝑆𝑃)

2

2𝑚2
=
(𝑝′1

𝑆𝑃
)
2

2𝑚1
+
(𝑝′2

𝑆𝑃
)
2

2𝑚2
 

Daraus folgt: 

(𝑝1
𝑆𝑃)

2

2𝑚1
+
(𝑝1
𝑆𝑃)

2

2𝑚2
=
(𝑝′1

𝑆𝑃
)
2

2𝑚1
+
(𝑝′1

𝑆𝑃
)
2

2𝑚2
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und somit: 

(𝑝1
𝑆𝑃)

2
= (𝑝′1

𝑆𝑃
)
2
 

Die Beträge des Impulses der verschiedenen Massen ändern sich im Schwerpunktsystem nicht, es 

können sich aber ihre Richtungen ändern.  

Einen Stoß in einer Ebene kann man deshalb allgemein wie in Abbildung 23 darstellen. Im 

Schwerpunktsystem ist der Schwerpunkt immer auf der Verbindungsgerade zwischen den beiden 

stoßenden Massen lokalisiert. Da wir hier Massenpunkte betrachten, erfolgt ein Stoß immer zentral 

und es gilt 𝜙 = 180°. 

 

Abbildung 23: Orientierung der Impulsvektoren in der Ebene beim elastischen Stoß 

Wenn die stoßenden Objekte ausgedehnte Objekte, also keine Massenpunkte sind, kommt es auf die 

genaue Geometrie des Stoßes an, wie in Abbildung 24 dargestellt. 

 

Abbildung 24: Zentraler (links) und exzentrischer Stoß (rechts) ausgedehnter Objekte 

Für den zentralen Stoß gilt weiterhin: 

𝑝1
𝑆𝑃 = −𝑝′1

𝑆𝑃
⇒ �⃗�1

𝑆𝑃 = −�⃗�′1
𝑆𝑃

 

𝑝2
𝑆𝑃 = −𝑝′2

𝑆𝑃
⇒ �⃗�2

𝑆𝑃 = −�⃗�′2
𝑆𝑃

 

Für den exzentrischen Stoß gilt für 𝜙 im Allgemeinen  𝜙 ≠ −180°. Das in Abbildung 23 gezeigte Bild 

bleibt aber weiterhin gültig. 

𝜙
�⃗�1
𝑆𝑃

�⃗�′1
𝑆𝑃

�⃗�2
𝑆𝑃

�⃗�′
2

𝑆𝑃

�⃗�1
𝑆𝑃

�⃗�′1
𝑆𝑃

�⃗�′2
𝑆𝑃

𝑦 

𝑥 

�⃗�2
𝑆𝑃

�⃗�1
𝑆𝑃

�⃗�′1
𝑆𝑃

�⃗�′2
𝑆𝑃

𝑦 

𝑥 

�⃗�2
𝑆𝑃
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Es soll jetzt der Stoßvorgang im Laborsystem betrachtet werden. Die Beziehung zwischen den 

Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem �⃗�𝑖
𝑆𝑃  und denen im Laborsystem �⃗�𝑖

𝐿 ist mit der 

Schwerpunktgeschwindigkeit �⃗⃗�𝑆𝑃 gegeben durch:  

�⃗�1
𝑆𝑃 = �⃗�1

𝐿 − �⃗⃗�𝑆𝑃  bzw.  �⃗�2
𝑆𝑃 = �⃗�2

𝐿 − �⃗⃗�𝑆𝑃 

Die Beziehungen zwischen den Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoß lauten dann im 

Laborsystem: 

�⃗�1
′𝐿 = �⃗�1

′𝑆𝑃 + �⃗⃗�𝑆𝑃 = −�⃗�1
𝑆𝑃 + �⃗⃗�𝑆𝑃 

= −(�⃗�1
𝐿 − �⃗⃗�𝑆𝑃) + �⃗⃗�𝑆𝑃      

= − �⃗�1
𝐿 + 2 �⃗⃗�𝑆𝑃                  

Entsprechend gilt: 

�⃗�2
′𝐿 = − �⃗�2

𝐿 +2 �⃗⃗�𝑆𝑃 

Das Ergebnis ist leicht zu verstehen, wenn man das Beispiel in Abbildung 25 betrachtet. Die 𝑥-Achse 

des Laborsystems und des Schwerpunktsystems sollen übereinstimmen. Die Massen 𝑚1  und 𝑚2 

bewegen sich auf der 𝑥-Achse (s. Abbildung 25).  

 

Abbildung 25: Bewegung zweier Massen vor und nach dem Stoß im 𝑥𝑦-Laborsystem 

Vor dem Stoß nähern sich beide Massen dem Schwerpunkt. Dabei nähert sich 𝑚1 dem Schwerpunkt 

mit der Geschwindigkeit 𝑣1
𝐿 –  𝑉𝑆𝑃, und 𝑚2 mit der Geschwindigkeit 𝑣2

𝐿 + 𝑉𝑆𝑃. Nach dem Stoß kehren 

sich die Richtungen der Geschwindigkeiten um, d.h. 𝑚1  entfernt sich vom Schwerpunkt mit der 

Geschwindigkeit 𝑣′1
𝐿  + 𝑉𝑆𝑃 und 𝑚2 mit der Geschwindigkeit 𝑣′2

𝐿  − 𝑉𝑆𝑃.  

Für die Impulse gilt für die Transformation vom Schwerpunkt- zum Laborsystem: 

𝑝′1
𝐿 =  𝑚1 �⃗�′1

𝐿 = 𝑚1(−�⃗�1
𝐿 + 2�⃗⃗�𝑆𝑃) = −𝑝1

𝐿 + 2𝑚1�⃗⃗�𝑆𝑃 

und entsprechend: 

𝑝′2
𝐿 =  𝑚2 �⃗�′2

𝐿 = 𝑚2(−�⃗�2
𝐿 + 2�⃗⃗�𝑆𝑃) = −𝑝2

𝐿 + 2𝑚2�⃗⃗�𝑆𝑃 

Für den Impulsübertrag durch den Stoß gilt dann: 

𝛥𝑝1
𝐿 = 𝑝′1

𝐿
− 𝑝1

𝐿 = 𝑚1(−�⃗�1
𝐿 + 2�⃗⃗�𝑆𝑃) − 𝑝1

𝐿 = −2�⃗�1
𝐿 + 2𝑚1𝑉𝑆𝑃 

 

 

𝑦 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑚2 𝑚2 𝑃 𝑚2 𝑚2 𝑃
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Und: 

𝛥𝑝2
𝐿 = 𝑝′2

𝐿
− 𝑝2

𝐿 = 𝑚2(−�⃗�2
𝐿 + 2�⃗⃗�𝑆𝑃) − 𝑝2

𝐿 = −2𝑝2
𝐿 + 2𝑚2𝑉𝑆𝑃 

Der Impulsübertrag ist die Änderung des Impulses der jeweiligen Masse. Da für eine solche 

Impulsänderung eine Kraft nötig ist, ist der Impulsübertrag ein Maß für die während des Stoßes 

wirkende Kraft. Diese ist gegeben durch: 

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= �⃗�    ⟹    𝛥𝑝 = ∫ �⃗�𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

Durch den Stoß wird Energie von 𝑚1 nach 𝑚2 oder umgekehrt übertragen. Der Energieübertrag ist 

gegeben durch: 

𝛥𝐸𝑘𝑖𝑛,1 = 𝐸
′
𝑘𝑖𝑛,1 − 𝐸𝑘𝑖𝑛,1      bzw.     𝛥𝐸𝑘𝑖𝑛,2 = 𝐸

′
𝑘𝑖𝑛,2 − 𝐸𝑘𝑖𝑛,2 

Impuls- bzw. Energieübertrag sollen nun für zwei Beispiele berechnet werden. 

Beispiel - Stoß zweier Massen mit 𝑚1 =  𝑚2: 

Für diesen Fall wurde bereits gezeigt, dass 

�⃗�′1
𝐿
= −�⃗�1

𝐿 + 2�⃗⃗�𝑆𝑃 = −�⃗�1
𝐿 + 2

𝑚1�⃗�1
𝐿 +𝑚2�⃗�2

𝐿

𝑚1 +𝑚2
 

Wegen 𝑚1 = 𝑚2 ergibt sich: 

�⃗�′1
𝐿
= −�⃗�1

𝐿 + 2
�⃗�1
𝐿 + �⃗�2

𝐿

2
= −�⃗�1

𝐿 + �⃗�1
𝐿 + �⃗�2

𝐿 = �⃗�2
𝐿 

Entsprechend: 

�⃗�′2
𝐿
= −�⃗�2

𝐿 + 2
�⃗�1
𝐿 + �⃗�2

𝐿

2
= −�⃗�2

𝐿 + �⃗�2
𝐿 + �⃗�1

𝐿 = �⃗�1
𝐿 

Die beiden Massen tauschen ihre Geschwindigkeit. Ist z.B. 𝑚1  vor dem Stoß in Ruhe und 𝑚2  in 

Bewegung, so bewegt sich nach dem Stoß 𝑚1 und 𝑚2 ist in Ruhe.  

Für Impuls und Energieübertrag ergibt sich: 

𝛥𝑝1
𝐿 = 𝑚1(�⃗�2

𝐿 − �⃗�1
𝐿)       bzw.      𝛥𝐸𝑘𝑖𝑛 =

1

2
𝑚((�⃗�2

𝐿)2 − (�⃗�1
𝐿)2) 

 

Beispiel - Stoß zweier Massen mit 𝑚2 ≫ 𝑚1: 

So kann 𝑚2 eine Mauer repräsentieren gegen die 𝑚1 stößt. Es ergibt sich: 

�⃗�′1
𝐿
= −�⃗�1

𝐿 + 2
𝑚1�⃗�1

𝐿 +𝑚2�⃗�2
𝐿

𝑚1 +𝑚2
 

Repräsentiert 𝑚2 eine Mauer so gilt: 𝑚2 → ∞;   �⃗�2
𝐿 = 0. Daraus folgt: 
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�⃗�′1
𝐿
= −�⃗�1

𝐿 

Für den Impulsübertrag ergibt sich: 

𝛥𝑝1
𝐿 = 𝑚1(�⃗�

′
1
𝐿
− �⃗�1

𝐿) = −2𝑚1�⃗�1
𝐿 = −2𝑝1

𝐿 

Für den Fall eines zentralen Stoßes (𝜃 = 0°) ergibt sich das Bild in Abbildung 26. Das einfallende Objekt 

wird also direkt zurückgeworfen. 

 

Abbildung 26: Zentraler Stoß eines Objektes mit einer Wand 

Betrachtet man nun einen Stoß von 𝑚1 mit einer Wand unter einem Einfallswinkel 𝜃, so ergibt sich 

stattdessen die in Abbildung 27 gezeigte Situation. 

 

Abbildung 27: Stoß eines Objektes mit einer Wand unter dem Winkel 𝜃 

Die Parallelkomponente des Impulses bleibt dabei unverändert (wirkende Kraft ist Null). Aus dem Wert 

für die senkrechte Komponente folgt, dass der Einfallswinkel gleich dem Ausfallswinkel sein muss. Ein 

Teil des Impulses 𝑚1�⃗�1 wird dabei auf die Wand übertragen. 

2.2.2.2 Unelastischer Stoß 

Der elastische Stoß stellt einen Idealfall dar. Im Allgemeinen kommt es bei Stößen zur Dissipation von 

Energie, d.h. zu nicht elastischen Prozessen. Beispielsweise führt die Deformation der stoßenden 

Objekte zur Erzeugung von Wärmeenergie. Dieser Fall soll nun betrachtet werden.  

Beim vollkommen unelastischen Stoß wird die Energie der Relativbewegung der stoßenden Objekte 

vollkommen aufgezehrt, d.h. in Wärmeenergie oder potenzielle Energie bei Materialdeformation 

umgewandelt. 
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Betrachtet man zwei Massen 𝑚1 und 𝑚2, welche sich mit der Geschwindigkeit 𝑣1 bzw. �⃗�2 vor dem 

Stoß bewegen. Unter den getroffenen Voraussetzungen (die kinetische Energie der Relativbewegung 

ist vollkommen dissipiert und beide Massen bewegen sich offensichtlich mit der gleichen 

Geschwindigkeit �⃗�𝑆′) ergibt sich aus der weiterhin gültigen Impulserhaltung:  

(𝑚1�⃗�1 +𝑚2�⃗�2) = (𝑚1 +𝑚2)�⃗�𝑆′ 

�⃗�𝑆′ ist dabei die Schwerpunktgeschwindigkeit des Systems (Impuls des Schwerpunkts bleibt erhalten). 

�⃗�𝑆
′ =

(𝑚1�⃗�1 +𝑚2�⃗�2)

(𝑚1 +𝑚2)
= �⃗�𝑆 

Dies entspricht einer Verkopplung oder Verschmelzung der beiden Massen, wie in Abbildung 28 

dargestellt. Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts bleibt erhalten. 

 

Abbildung 28: Verschmelzung zweier Massen beim unelastischen Stoß. 

2.3 MECHANIK DES STARREN KÖRPERS 
Bis jetzt wurden Massenpunkte im Wesentlichen ohne Ausdehnung betrachtet, auch wenn man für 

die Stoßprozesse in Abschnitt 0 eine endliche Ausdehnung annehmen muss. Klar ist, dass physikalisch 

reale Körper eine solche endliche Ausdehnung besitzen. Das verkompliziert deren Beschreibung für 

den Fall, dass diese Ausdehnung keine vernachlässigbare Größe mehr darstellt.  

Man kann sich einen starren Körper als räumlich ausgedehntes Volumen aus infinitesimal kleinen 

Massen aufgebaut denken, die starr miteinander verbunden sind. 

Starr bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Kräfte der infinitesimal kleinen Massen 

untereinander sehr viel größer sind als die von außen angreifenden Kräfte, so dass die äußeren Kräfte 

die infinitesimal kleinen Massen des ausgedehnten Körpers nicht gegeneinander verschieben oder gar 

voneinander trennen können.  

𝑚1 𝑚2

𝑚1 +𝑚2

�⃗�1 �⃗�2

�⃗�𝑆

�⃗� 
′
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Bleibt man bei der bekannten Methode, die Bewegung solcher eines Systems von Massenpunkten zu 

beschreiben, so kann man deren Bewegung zerlegen in eine Bewegung des Schwerpunkts, und in die 

Bewegung der Massen relativ zum Schwerpunkt. Bei Einwirkung einer äußeren Kraft ergab sich in 

Abschnitt 2.2.1.2: 

�⃗�𝑎 =
𝑑2

𝑑𝑡2
∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1
= (∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1
)
𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛

𝑖=1
= 𝑀

𝑑2

𝑑𝑡2
∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑀

𝑛

𝑖=1

= 𝑀
𝑑2

𝑑𝑡2
�⃗⃗�𝑆𝑃 

Dabei ist 𝑀 die Gesamtmasse und �⃗⃗�𝑆𝑃 die Koordinate des Schwerpunkts des Systems. Die Einwirkung 

einer äußeren Kraft auf ein System von 𝑛  Massen kann allein durch die Beschleunigung des 

Schwerpunktes beschrieben werden, in dem man sich die ganze Masse konzentriert denken kann. 

Zusätzlich muss man dann die Bewegung der Massen bezüglich des Schwerpunktes berücksichtigen. 

Da alle Massen starr miteinander verbunden sind, muss der Abstand aller Massenpunkte zum 

Schwerpunkt konstant bleiben, d.h. alle Massenpunkte rotieren um den Schwerpunkt und diese 

Bewegung ist durch Angabe eines Winkels und dessen zeitliche Ableitungen vollständig beschrieben.  

2.3.1 Freiheitsgrade des starren Körpers 

Freiheitsgrade sind Bewegungsmöglichkeiten des starren Körpers. Dazu zählen einmal die 

Möglichkeiten der Translationsbewegung. Ein Massenpunkt hat drei Freiheitsgrade, da seine Position 

durch drei Koordinaten eindeutig festgelegt ist. Damit kann er sich auch in drei Richtungen bewegen 

(𝑣𝑥,  𝑣𝑦,  𝑣𝑧),  und es gibt drei Beiträge zur kinetischen Energie (1/2𝑚𝑣𝑖
2,  𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Für den starren Körper kann dessen Translation durch die Schwerpunktbewegung beschrieben 

werden. Die dieser Bewegung zugeschriebene kinetische Energie ist dann 1/2𝑀𝑣𝑆
2 , wobei 𝑀  die 

Gesamtmasse des starren Körpers und 𝑣𝑠 die Geschwindigkeit seines Schwerpunkts sind.  

Die Relativbewegung der infinitesimalen Massen zum Schwerpunkt kann durch eine Rotation 

beschrieben werden. Die Rotation kann um drei voneinander unabhängige Achsen erfolgen. Diese 

können durch den Schwerpunkt verlaufen, aber auch außerhalb des starren Körpers (s. Abbildung 29). 

Durch diese möglichen Rotationen treten weitere Beiträge zur kinetischen Energie des starren Körpers 

auf. 

 

Abbildung 29: Rotationsachsen im Schwerpunkt eines starren Körpers (links) und beliebige Rotationsachse außerhalb des 
starren Körpers (rechts) 

𝑅𝑆 𝑅𝑆
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2.3.2 Trägheitsmoment 

Es soll nun ein starrer Körper, der um eine feste Achse rotiert, betrachtet werden. Es soll dazu die 

kinetische Energie eines um eine feste Achse rotierenden, starren Körpers berechnet werden. Ein 

einzelner Massenpunkt 𝑚𝑖 (s. Abbildung 30) dieses Körpers hat die kinetische Energie: 

𝐸𝑘𝑖𝑛,𝑀𝑃 =
1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖,𝑀𝑃

2 =
1

2
𝑚𝑖𝜔

2𝑟𝑖,𝑀𝑃
2  

Dabei ist 𝑣𝑖  die Bahngeschwindigkeit des Massenpunkts und 𝑟𝑖 der Abstand des Massenpunkts von der 

Drehachse.  

Geschwindigkeit und Bahnradius sind charakteristisch für einen spezifischen Massenpunkt. Die 

gesamte kinetische Energie des starren Körpers ergibt sich durch Summation über alle Massenpunkte:  

𝐸𝑘𝑖𝑛,𝑔𝑒𝑠. =∑
1

2
𝜔2𝑚𝑖𝑟𝑖

2

𝑖

=
1

2
𝜔2∑𝑚𝑖𝑟𝑖

2

𝑖

 

Der Anteil unter der Summe ist eine für jeden starren Körper charakteristische Größe. Sie heißt 

Trägheitsmoment des Körpers und hat die Einheit [𝑘𝑔 𝑚2]: 

𝐽 =∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖
2

𝑖
      

 

Abbildung 30: Zur Veranschaulichung der Rotation eines Massenpunkts in einem starren Körper 

Das Trägheitsmoment eines starren Körpers hängt von der gewählten Drehachse ab. Dabei gibt es drei 

ausgezeichnete Achsen: 

1. Die Achse durch den Schwerpunkt, bzgl. der das Trägheitsmoment maximal ist. 

2. Die Achse durch den Schwerpunkt, bzgl. der das Trägheitsmoment minimal ist. 

3. Die Achse senkrecht zu diesen beiden Achsen. 

Diese Achsen nennt man Hauptträgheitsachsen, die zugehörigen Trägheitsmomente die 

Hauptträgheitsmomente des Körpers.  

Es sollen im Folgenden die Trägheitsmomente einiger Körper einfacher Geometrie berechnet werden. 

Dabei wird angenommen, dass die Massenverteilung der betrachteten Körper homogen ist. 

Zur Berechnung des Trägheitsmoments ersetzt man die diskreten Massen 𝑚𝑖
 durch infinitesimal 

kleine Massenelemente 𝑑𝑚: 

𝑚𝑖

𝜔

𝑟𝑖  
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𝐽 =∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖
2

𝑖
→ ∫𝑟2𝑑𝑚 = ∫𝜌𝑟2𝑑𝑉  

Dabei ist  𝑑𝑚 = 𝜌𝑑𝑉, und 𝜌 ist die (homogene) Dichte des starren Körpers. 

Beispiel - Berechnung des Trägheitsmoments eines Quaders: 

In kartesischen Koordinaten stellt man sich ein Volumenelement als einen Würfel mit Kantenlängen 

𝑑𝑥,  𝑑𝑦,  𝑑𝑧  vor. In diesem Fall sind kartesische Koordinaten die geeignete Wahl. Das 

Koordinatensystem sowie die Benennung der Kanten des Quaders sind in der Abbildung 31 erläutert.  

  

Abbildung 31: Infinitesimales Volumenelement in kartesischen Koordinaten 

Die Berechnung des Trägheitsmoments erfolgt durch sukzessive Summation über 𝑥,  𝑦  und 𝑧 . Bei 

infinitesimalen Massen bedeutet das eine Integration sukzessiv über 𝑑𝑥,  𝑑𝑦 und 𝑑𝑧.  

𝐽 = ∫ 𝑑𝑧 ∫𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

+
𝑐
2

−
𝑐
2

∫𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)  𝑟2𝑑𝑥

𝑎
2

−
𝑎
2

 

Die Summation (bzw. Integration) wird nacheinander ausgeführt. Bei Integration über 𝑧 sind 𝑥 und 𝑦 

konstant, bei Integration über 𝑦 entsprechend 𝑧 und 𝑥, usw. 

Die Drehung soll um die 𝑥-Achse erfolgen. Entsprechend muss über die Massenelemente mit dem 

Abstand   𝑟2 = 𝑦2 + 𝑧2 von dieser Achse summiert werden: 

𝐽𝑥 = 𝜌∫ (𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑉 = 𝜌∫ 𝑑𝑧

𝑐
2

−
𝑐
2

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛

∫ 𝑑𝑦

𝑏
2

−
𝑏
2

∫ (𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥

𝑎
2

−
𝑎
2

 

= 𝜌∫ 𝑑𝑦

𝑐
2

−
𝑐
2

∫ (𝑦2 + 𝑧2)[𝑥]
−
𝑎
2

𝑎
2  𝑑𝑧 =

𝑏
2

−
𝑏
2

𝜌 𝑎∫ 𝑑𝑦

𝑐
2

−
𝑐
2

∫ (𝑦2 + 𝑧2) 𝑑𝑧

𝑏
2

−
𝑏
2

 



Technische Physik I 

64 
 

= 𝜌𝑎∫ [
𝑦3

3
+ 𝑧2𝑦]

−
𝑏
2

𝑏
2

𝑑𝑧

𝑐
2

−
𝑐
2

= 𝜌𝑎∫ (
𝑏3

12
+ 𝑧2𝑏)  𝑑𝑧

𝑐
2

−
𝑐
2

 

= 𝜌𝑎𝑏∫ (
𝑏2

12
+ 𝑧2)𝑑𝑧

𝑐
2

−
𝑐
2

= 𝜌𝑎𝑏 [
𝑧𝑏2

12
+
𝑧3

3
]
−
𝑐
2

𝑐
2

 

= 𝜌𝑎𝑏 (
𝑐𝑏2

12
+
𝑐3

12
) =

𝜌𝑎𝑏𝑐

12
(𝑏2 + 𝑐2) 

Berücksichtigt man noch, dass die Masse des Quaders 𝑀𝑄𝑢𝑎𝑑𝑒𝑟 sich ergibt zu: 

(𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐) 𝜌 = 𝑉 𝜌 = 𝑀𝑄𝑢𝑎𝑑𝑒𝑟 

ergibt sich: 

𝐽𝑥 =
𝑀𝑄𝑢𝑎𝑑𝑒𝑟
12

(𝑏2 + 𝑐2) 

Entsprechend gilt für die Rotation um 𝑦- und 𝑧-Achse: 

𝐽𝑦 =
𝑀𝑄𝑢𝑎𝑑𝑒𝑟

12
(𝑎2 + 𝑐2) und 𝐽𝑧 =

𝑀𝑄𝑢𝑎𝑑𝑒𝑟

12
(𝑎2 + 𝑏2) 

Mittels dieses Ergebnisses kann man auch das Trägheitsmoment eines langen Stabs angeben. Bei 

Rotation um die 𝑥-Achse lässt man 𝑐 sehr groß und 𝑏 sehr klein werden. Dann gilt: 

𝐽𝑆𝑡𝑎𝑏 =
𝑀𝑄𝑢𝑎𝑑𝑒𝑟

12
(𝑐2)  oder  𝐽𝑆𝑡𝑎𝑏 =

𝑀𝑆𝑡𝑎𝑏

12
(𝑙2) 

Dabei ist 𝑙 die Länge des Stabs und 𝑀𝑆𝑡𝑎𝑏 seine Masse. 

 

Beispiel - Berechnung des Trägheitsmoments eines Zylinders: 

Es ist oft praktisch der Symmetrie des Problems angepasste Koordinaten zu verwenden, wie z.B. bei 

der Kreisbewegung oder bei Integration über symmetrische Körper. Im vorliegenden Fall verwendet 

man zweckmäßigerweise Zylinderkoordinaten.  

In Zylinderkoordinaten ergibt sich das Volumenelement zu 𝑑𝑟,  𝑑𝜙,  𝑑𝑧 (s. Abbildung 32).  

Erfolgt die Drehung um die Zylinderachse durch den Schwerpunkt des Zylinders, so ergibt sich das 

Trägheitsmoment in Zylinderkoordinaten zu: 

𝐽𝑧
𝑆𝑃 = ∫𝜌𝑟2𝑑𝑉 = 𝜌∫ 𝑑𝑧∫ 𝑑𝜙

2𝜋

0

ℎ
2

−
ℎ
2

∫ 𝑟2𝑟𝑑𝑟
𝑅

0

 

=
𝑀

𝜋𝑅2ℎ
ℎ2𝜋

1

4
𝑅4 =

1

2
𝑀𝑅2                   
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Abbildung 32: Infinitesimales Volumenelement in Zylinderkoordinaten 

 

Beispiel - Berechnung des Trägheitsmoments eines Kegels: 

Es soll als nächstes das Trägheitsmoment eines Kegels der Höhe ℎ, Radius der Grundfläche 𝑟𝐾  und 

Öffnungswinkel 𝜙 mit der 𝑧 −Achse als Drehachse berechnet werden (s. Abbildung 33).  

Die Volumenintegration erstreckt sich über 𝑧 in den Grenzen von 0 bis ℎ, und über 𝑟 in den Grenzen 

von 0 bis zur Kegelmantelfläche. Im Unterschied zum Zylinder oder Quader hängen die Grenzen der 

Integration über 𝑟 von 𝑧 ab. Die 𝑧 −abhängige Integrationsgrenze von 𝑟 ist  

𝑟𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒 = (ℎ − 𝑧) tan𝜙 = (ℎ − 𝑧)
𝑟𝐾
ℎ

 

Das ist der Radius einer Scheibe parallel zur Grundfläche des Kegels mit dem Kegelmantel als 

Begrenzung. 

 

Das Trägheitsmoment des Kegels ergibt sich dann zu: 

𝐽𝐾 = 𝜌∫ 𝑟2 𝑟 𝑑𝑟
𝑟𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒

0

∫ 𝑑
2𝜋

0

𝜃∫ 𝑑𝑧
ℎ

0

 = 2𝜋𝜌∫ 𝑟3𝑑𝑟
𝑟𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒

0

∫ 𝑑𝑧
ℎ

0

 

= 2𝜋𝜌∫
1

4

ℎ

0

𝑟𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒
4 𝑑𝑧 =

𝜋𝜌

2
∫ [(ℎ − 𝑧)

𝑟𝐾
ℎ
]
4

𝑑𝑧
ℎ

0

 

=
𝜋𝜌

2
(
𝑟𝐾
ℎ
)
4

[−
(ℎ − 𝑧)5

5
]
0

ℎ

=
𝜋 𝜌

10
𝑟𝐾
4 ℎ 
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Abbildung 33: Zur Berechnung des Trägheitsmomentes eines Kegels 

Die Masse des Kegels beträgt: 

𝑀𝐾 =
𝜋

3
𝜌 𝑟𝐾

2 ℎ 

Damit kann man das Trägheitsmoment des Kegels schreiben: 

𝐽𝐾 =
3

10
𝑀𝐾𝑟𝐾

2 

2.3.2.1 Der Steinersche Satz 

Es sollen nun das Trägheitsmoment starrer Körper betrachtet werden, die um eine Achse 𝐸 rotieren, 

die nicht durch den Schwerpunkt geht. Als erstes soll ein Zylinder behandelt werden, dessen 

Trägheitsmoment für eine Achse durch den Schwerpunkt bereits berechnet wurde (s. Abbildung 34).  

  

Abbildung 34: Rotation eines Körpers um eine Achse mit Abstand 𝑑 zum Schwerpunkt 

Bezüglich der Achse 𝐸 weist der  𝑃 eine Translationsbewegung auf. Betrachten wir die Bewegung im 

 𝑃 - System, so rotiert die Achse 𝐸 um eine Achse parallel durch den Schwerpunkt.    

 𝑃

𝜔

 𝑃

𝜔

𝑑 
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Die Rotationsenergie des Körpers ist gegeben durch:  

𝐸𝑟𝑜𝑡 =
𝑀

2
𝑣𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠,𝑆𝑃
2 +∑

𝑚𝑖
2

𝑖

(𝑣𝑖
𝑆𝑃)

2
=
𝑀

2
𝜔2𝑑2 +

1

2
∑𝑚𝑖𝜔

2(𝑟𝑖
𝑆𝑃)

2

𝑖

 

=
𝑀

2
𝜔2𝑑2 +

1

2
𝜔2∑𝑚𝑖(𝑟𝑖

𝑆𝑃)
2

𝑖⏟        
𝐽𝑆𝑃

=
1

2
𝜔2(𝑀𝑑2 + 𝐽𝑆𝑃) =

1

2
𝜔2𝐽𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 

Die letzten Teile der Gleichung erlauben die folgende Aussage: 

Das Trägheitsmoment 𝐽 eines Körpers, der um eine beliebige Achse rotiert, setzt sich zusammen aus 

dem Trägheitsmoment dieses Körpers bzgl. einer zur Drehachse parallelen Achse durch den 

Schwerpunkt des Körpers und dem Trägheitsmoment des Schwerpunkts des Körpers bzgl. der 

Drehachse.  

𝐽𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = (𝑀𝑑
2 + 𝐽𝑆𝑃) 

Dieser Zusammenhang wird als Satz von Steiner bezeichnet.  

Für einen dünnen Stab ergibt sich z.B. bei Drehung um den Endpunkt (𝑑 =  𝑙/2)    

𝐽𝑆𝑃 =
𝑀

12
𝑙2 und   𝐽𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =

𝑀

12
𝑙2 +𝑀(

𝑙

2
)
2

 

2.3.2.2 Trägheitsmoment dünner Scheiben 

Die Scheibe soll in der 𝑥𝑦-Ebene liegen (s. Abbildung 35). Hier gibt es zwei Arten von ausgezeichneten 

Achsen: 

1. Achsen senkrecht zur 𝑥𝑦-Ebene 

2. Achsen, die in der 𝑥𝑦-Ebene verlaufen 

Der Abstand der infinitesimalen Masseelemente zu einer Drehachse senkrecht zur Scheibe ist 𝑟 =

√𝑥2 +  𝑦2 . 

 

  

Abbildung 35: Volumenelement in einer sehr dünnen Scheibe 

𝑧 

𝑥 

0 𝑟

𝑦 

𝑥 

𝑦 
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Das Trägheitsmoment bzgl. einer Achse senkrecht zur 𝑥𝑦-Ebene ist dann: 

𝐽𝑧 = ∫𝑟
2𝑑𝑚 = ∫(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑚 = ∫(𝑥2)𝑑𝑚 +∫(𝑦2)𝑑𝑚 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 

Da für eine dünne Scheibe (Ausdehnung in 𝑧-Richtung ist gleich Null) gilt: 

𝐽𝑥 =  ∫(𝑦2 + 𝑧2) 𝑑𝑚 ≅ ∫𝑦2 𝑑𝑚    und    𝐽𝑦 =  ∫(𝑥2 + 𝑧2) 𝑑𝑚 ≅ ∫𝑥2 𝑑𝑚 

Das Trägheitsmoment einer beliebigen dünnen Scheibe bzgl. der senkrechten Achse ist gleich der 

Summe der Trägheitsmomente bzgl. zweier dazu senkrechter Achsen.  

Speziell für eine Kreisscheibe gilt wegen der Symmetrie bzgl. 𝑥- und 𝑦- Achse: 

𝐽𝑧 =
1

2
𝑀𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒𝑟

2 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 = 2𝐽𝑥 = 2𝐽𝑦    ⇒         𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 =
1

4
𝑀𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒𝑟

2 

 

Beispiel – Trägheitsmoment eines Zylinders bei Drehung um eine Achse senkrecht zur Zylinderachse: 

Man unterteilt den Zylinder in infinitesimale Scheiben senkrecht zur Zylinderachse (s. Abbildung 36). 

Dann berechnet man das Trägheitsmoment einer einzelnen Scheibe 𝐽𝑦
𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒mit Hilfe des Steinerschen 

Satzes. Für eine infinitesimal dünne Scheiben gilt dann: 

𝐽𝑦
𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒 =   𝐽𝑥=0

𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒 +𝑚𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒𝑥
2 =

1

4
𝑚𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒𝑟

2 +𝑚𝑆𝑐ℎ𝑒𝑖𝑏𝑒𝑥
2 

=
1

4
𝜌 𝜋 𝑟2𝑑𝑥 + 𝜌 𝜋 𝑟2𝑥2𝑑𝑥 = 𝑑𝐽𝑍𝑦𝑙  

  

Abbildung 36: Zylinder aufgebaut aus infinitesimalen Scheiben 

Jetzt muss man noch über alle infinitesimal dicken Scheiben aufsummieren: 

𝐽𝑍𝑦𝑙 = ∫ 𝑑𝐽𝑍𝑦𝑙

𝑙
2

−
𝑙
2

= 2∫ (
1

4
𝑟2 + 𝑥2)𝜌𝜋𝑟2𝑑𝑥

𝑙
2

0

 

                        = 2𝜌𝜋𝑟2 (
1

4
𝑟2𝑥 +

𝑥3

3
)
0

𝑙
2

= 2𝜌𝜋𝑟2 (
𝑙

8
𝑟2𝑥 +

𝑙3

24
) 
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                         = 2𝜌𝜋𝑟2𝑙 (
1

8
𝑟2𝑥 +

𝑙2

24
) =

1

4
𝑀𝑍𝑦𝑙𝑟

2 +
1

12
𝑀𝑍𝑦𝑙𝑙

2 

 

Mit Hilfe des Steinerschen Satzes kann grundsätzlich das Trägheitsmoment beliebig komplexer starrer 

Körper um jede beliebige Achse berechnet werden, wobei natürlich auch numerische Verfahren 

angewendet werden.   

2.3.2.3 Trägheitsmoment komplexer starrer Körper 

Im Falle komplexer starrer Körper kann der Körper in 𝑁 einzelne berechenbare Teile zerlegt werden 

und die Trägheitsmomente dieser Einzelkörper unter Anwendung des Steinerschen Satzes addiert 

werden. 

𝐽𝐾 = 𝐽𝐾,1 + 𝐽𝐾,2 + 𝐽𝐾,3+. .. + 𝐽𝐾,𝑖 +  … 𝐽𝐾,𝑁 

                                                       =  𝐽𝐾,1
𝑆𝑃 +  𝑚𝐾,1𝑑𝐾,1

2 + 𝐽𝐾,2
𝑆𝑃 +𝑚𝐾,2𝑑𝐾,2

2 +. .. 𝑚𝐾,𝑖𝑑𝐾,𝑖
2 +…  𝑚𝐾,𝑁𝑑𝐾,𝑁

2  

Dabei ist  𝐽𝐾,i
𝑆𝑃 das Trägheitsmoment des 𝑖-ten Teilkörpers bzgl. einer Achse durch seinen Schwerpunkt, 

die parallel zur Drehachse des Gesamtsystems verläuft, 𝑚𝐾,𝑖 ist die Masse des 𝑖-ten Teilkörpers und 

die 𝑑𝐾,i sind die Abstände der Schwerpunkte von der Drehachse. 

Beispiel – Trägheitsmoment eines Hohlzylinders: 

Als besondere Anwendung des Steinerschen Satz sei noch gezeigt, dass er auch die Berechnung der 

Trägheitsmomente von Körpern mit Aussparungen ermöglicht, in dem diese als negativer Summand 

angesetzt werden. Es gilt also: 

𝐽𝑘𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥 = 𝐽𝑣𝑜𝑙𝑙 − 𝐽𝐴𝑢𝑠𝑠𝑝𝑎𝑟𝑢𝑛𝑔𝑒𝑛 

So gilt für einen Hohlzylinder (äußerer Radius 𝑟𝑎, innerer Radius 𝑟𝑖) bei Drehung um die Zylinderachse: 

𝐽𝐻𝑜ℎ𝑙𝑧𝑦𝑙 = 𝐽𝑉𝑜𝑙𝑙𝑧𝑦𝑙 − 𝐽𝐴𝑢𝑠𝑠𝑝𝑎𝑟𝑢𝑛𝑔𝑒𝑛                                   

=
1

2
𝜌 𝜋 𝑟𝑎

2⏟  
𝑀𝑉𝑜𝑙𝑙𝑧𝑦𝑙

𝑙𝑟𝑎
2 −

1

2
𝜌 𝜋 𝑟𝑖

2
⏟  
𝑀𝐴𝑢𝑠𝑠𝑝𝑎𝑟

𝑙 𝑟𝑖
2 

=
1

2
𝜌𝜋𝑙(𝑟𝑎

4 − 𝑟𝑖
4)                           

=
1

2
𝑚𝐻𝑜ℎ𝑙𝑧𝑦𝑙(𝑟𝑎

2 + 𝑟𝑖
2)                  

2.3.3 Drehmoment 

Man betrachtet einen Massenpunkt des starren Körpers mit Abstand 𝑟  von der Drehachse. Der 

Massenpunkt 𝑚𝑖 habe die Bahngeschwindigkeit �⃗�𝑖 = �⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖 . Ohne äußere Kräfte ist die 

Beschleunigung des Massenpunktes gegeben durch: 

𝑑�⃗�𝑖
𝑑𝑡

= �̇⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖 + �⃗⃗⃗� × �̇�𝑖   = 0 + �⃗⃗⃗� × �⃗�𝑖  
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Wirkt eine äußere Kraft �⃗�  (s. Abbildung 37) auf 𝑚𝑖 , so kann es zu einer Änderung der 

Winkelgeschwindigkeit kommen, d.h. der erste Term �̇⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖  in obiger Gleichung ist nicht mehr null. Es 

tritt zusätzlich zu der Beschleunigung, die 𝑚𝑖 in eine Kreisbahn zwingt, eine tangentiale Komponente 

der Beschleunigung auf. Also: 

�̇⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖: Tangentialbeschleunigung (parallel zu �⃗�𝑖) 

�⃗⃗⃗� × �⃗�𝑖: Normalbeschleunigung (senkrecht zu �⃗�𝑖) 

Es gilt also für die Tangentialbeschleunigung: 

�⃗�𝑡 = �̇⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖 =
�⃗�

𝑚𝑖
 

   

 

Abbildung 37: Äußere Kraft bei Kreisbewegung einer Masse 𝑚𝑖 

Es soll nun die von der äußeren Kraft �⃗� an einem starren Körper verrichtete Arbeit betrachtet werden 

(s. Abbildung 38). Der starre Körper soll sich um eine Achse senkrecht zur 𝑥𝑦-Ebene drehen und die 

angreifende Kraft liege in der 𝑥𝑦-Ebene. 

Das Massenelement am Punkt 𝑃(𝑥, 𝑦)  wird durch Einwirkung der Kraft �⃗�  über eine infinitesimale 

Strecke nach 𝑄(𝑥, 𝑦) gedreht. Dabei legt es den Weg ∆𝑥 in 𝑥-Richtung und den Weg ∆𝑦 in 𝑦-Richtung 

zurück. Die dabei geleistete Arbeit ist: 

𝛥𝐴 = 𝐹𝑥𝛥𝑥 + 𝐹𝑦𝛥𝑦 

Mit: 

𝛥𝑥 = −𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝜙 = −𝑟∆𝜙
𝑦

𝑟
= −𝑦∆𝜙 

𝛥𝑦 = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝜙 = 𝑟∆𝜙
𝑥

𝑟
= 𝑥∆𝜙 

Gilt: 

𝛥𝐴 = (𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥)𝛥𝜙 = 𝑀𝛥𝜙 

Die verrichtete Arbeit ist proportional dem Winkel ∆𝜙, durch den gedreht wurde und proportional 

einer Kombination von Produkten von Komponenten des Ortsvektors des gedrehten Massenelements 

und Komponenten der angreifenden Kraft.  

𝑚𝑖

𝜔

�⃗�𝑖

�⃗�
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Den Ausdruck 𝑀 nennt man das Drehmoment. In Analogie zur Arbeit bei einer linearen Bewegung 

übernimmt das Drehmoment die Rolle der Kraft und Δ𝜙 die Rolle des Weges.  

  

Abbildung 38: Bewegung einer Masse 𝑚𝑖 vom Punkt 𝑃 nach 𝑄 

Betrachtet man nun eine Drehung um eine beliebige Achse im Raum, so kann diese im Allgemeinen 

durch drei Drehungen (um (𝑥,  𝑦,  𝑧) − Achse) dargestellt werden. Entsprechend erhält man für die 

geleistete Arbeit drei Gleichungen: 

𝛥𝐴𝑥 = 𝐹𝑧𝛥y + 𝐹𝑦𝛥𝑧 = (𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥)Δ𝜙1 = 𝑀𝑥𝛥𝜙1 

𝛥𝐴𝑦 = 𝐹𝑥𝛥z + 𝐹𝑧𝛥𝑥 = (𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥)Δ𝜙2 = 𝑀𝑦𝛥𝜙2 

𝛥𝐴𝑧 = 𝐹𝑥𝛥𝑥 + 𝐹𝑦𝛥𝑦 = (𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥)Δ𝜙3 = 𝑀𝑧𝛥𝜙3 

 

Das kann man auch als Vektorgleichung schreiben: 

𝛥𝐴 =  𝛥𝐴𝑥 + ∆𝐴𝑦 + ∆𝐴𝑧 = �⃗⃗⃗� ∙ 𝛥�⃗⃗� 

Dabei kann man das Drehmoment als Vektorprodukt von angreifender Kraft und Ortsvektor des Punkts 

schreiben, an dem die Kraft angreift: 

�⃗⃗⃗� = 𝑟 × �⃗� = (

𝑦𝐹𝑧 − 𝑧𝐹𝑦
𝑧𝐹𝑥 − 𝑥𝐹𝑧
𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥

) 

Das Drehmoment steht senkrecht auf Ortsvektor und angreifender Kraft. Es wirkt nur die Kraft 

senkrecht zu 𝑟,  da |�⃗⃗⃗�| = |𝑟 × �⃗�| = 𝑟 𝐹 𝑠𝑖𝑛𝜃 . Der Winkel 𝜃  ist der Winkel zwischen 𝑟 und �⃗� . Das 

Drehmoment �⃗⃗⃗� hat die Dimension einer Energie, d.h.  [𝑚𝑁] oder [𝐽]. 

Beispiel - Bestimmung des Schwerpunkts eines starren Körpers: 

Man hänge den starren Körper drehbar gelagert an eine feste Achse, die senkrecht zum 

Gravitationsfeld gerichtet ist. Wenn Körper in Ruhe ist, ist die Summe aller angreifenden 

Drehmomente Null. Da man sich die gesamte Masse des starren Körpers im Schwerpunkt konzentriert 

denken kann, muss insbesondere auch das Drehmoment um den Schwerpunkt Null sein. Da �⃗� ungleich 

𝑦 

𝑥 

𝑟

𝜙 

𝑃(𝑥, 𝑦) 

𝑄(𝑥, 𝑦) 

�⃗�
Δ𝐹𝑦

Δ𝐹𝑥

Δ𝜙 

Δ𝑥

Δ𝑦
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Null ist, muss der Hebelarm 𝑟 Null sein, d.h. der Schwerpunkt liegt auf einer Geraden durch den 

Aufhängepunkt parallel zur Schwerkraft. 

Man wähle einen zweiten Aufhängepunkt. Wenn der starre Körper wieder in Ruhe ist, liegt sein 

Schwerpunkt wieder auf einer Geraden durch den zweiten Aufhängepunkt parallel zur Schwerkraft. 

Schwerpunkt ist der Schnittpunkt der beiden Geraden.  

Im Folgenden soll das Verhalten starrer Körper auf angreifende Kräfte etwas allgemeiner untersucht 

werden. In Abbildung 39 ist ein unregelmäßig geformter, frei beweglicher starrer Körper abgebildet, 

an den eine externe Kraft �⃗�𝑒𝑥 am Punkt 𝐴 angreift. Wie bereits in Abschnitt 2.3.2.1 gezeigt, lassen die 

Freiheitsgrade der Bewegung des starren Körpers eine Beschreibung der Bewegung des Körpers 

zusammengesetzt aus einer Translationsbewegung des Schwerpunkts und einer Rotation um diesen 

Schwerpunkt zu. 

  

Abbildung 39: Unregelmäßiger Körper mit angreifender externer Kraft �⃗�𝑒𝑥  

Die Bewegung soll im beschleunigten Schwerpunktsystem betrachtet werden. Aus dem 3. 

Newtonschen Axiom folgt für die auf den Schwerpunkt wirkende Trägheitskraft �⃗�𝑇: 

�⃗�𝑇 = −𝑚𝑆𝑃�⃗�𝑆𝑃 = −�⃗�𝑒𝑥 

𝑚𝑆𝑃 ist dabei die Gesamtmasse des starren Körpers, �⃗�𝑆𝑃 die Beschleunigung seines Schwerpunkts. Die 

Vektoren 𝑟𝑒𝑥  und 𝑟𝑇  geben die Position der angreifenden externen Kraft und die Position des 

Schwerpunkts an.   

Durch die Kräfte �⃗�𝑒𝑥 und �⃗�𝑇 werden Drehmomente erzeugt. Im Schwerpunktsystem ist die Drehachse 

durch den Schwerpunkt festgelegt, d.h. die Drehung erfolgt um eine Achse durch den Schwerpunkt, 

aber die Richtung der Drehachse wird durch die angreifenden Kräfte, bzw. Drehmomente, bestimmt. 

Es sollen jetzt die auftretenden Drehmomente bzgl. eines beliebigen Referenzpunktes 0 (s. Abbildung 

39) berechnet werden.   

�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗�𝑒𝑥 + �⃗⃗⃗�𝑇 = 𝑟𝑒𝑥 × �⃗�𝑒𝑥 + 𝑟𝑇 × �⃗�𝑇 = 𝑟𝑒𝑥 × �⃗�𝑒𝑥 − 𝑟𝑇 × �⃗�𝑒𝑥 

= (𝑟𝑒𝑥 − 𝑟𝑇) × �⃗�𝑒𝑥 = 𝑑𝑆𝐹 × �⃗�𝑒𝑥 

Der Vektor 𝑑𝑆𝐹 zeigt vom Schwerpunkt zum Angriffspunkt der Kraft. Das Drehmoment hängt nur vom 

Abstand des Schwerpunkts zum Punkt der angreifenden Kraft ab. Die Richtung des Drehmoments zeigt 

senkrecht zur angreifenden Kraft und dem Abstandsvektor vom SP zum Angriffspunkt der Kraft, d.h. 

𝐴 
 𝑃

�⃗�𝑒𝑥

0

𝑟𝑒𝑥

𝑟𝑇
�⃗�𝑇
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die Drehachse ist senkrecht zur durch Kraft und Abstandsvektor aufgespannten Ebene und verläuft 

durch den Schwerpunkt. 

Die äußere Kraft bewirkt also eine beschleunigte Translationsbewegung des Schwerpunkts und eine 

Rotationsbewegung um den Schwerpunkt. Die Translationsbewegung hängt nicht vom Angriffspunkt 

der Kraft ab (Der Körper verhält sich so, als ob seine gesamte Masse im Schwerpunkt konzentriert 

wäre). 

Das Drehmoment ist für alle Angriffspunkte 𝑟 der Kraft �⃗�𝑒𝑥 gleich, die auf einer Linie liegen, die entlang 

der Kraftrichtung läuft und den ursprünglichen Kraftangriffspunkt (s. Abbildung 39) einschließt.  Diese 

Aussage gilt, weil sich 𝑑𝑆𝐹  immer in eine Komponente parallel und eine Komponente senkrecht zur 

Kraft zerlegen lässt (s. Abbildung 40): 

 �⃗�𝑒𝑥 × 𝑑𝑆𝐹 = �⃗�𝑒𝑥 × (𝑑𝑆𝐹
⊥ + 𝑑𝑆𝐹

∥ ) = �⃗�𝑒𝑥 × 𝑑𝑆𝐹
⊥  

Die in der Abbildung 40 rot gestrichelte Linie nennt man die Wirkungslinie der Kraft. Greifen mehrere 

in der gleichen Ebene liegende Kräfte gleichzeitig an einem Körper an, so ist die resultierende Kraft 

entscheidend. Der Angriffspunkt der Kräfte ergibt sich aus dem Schnittpunkt ihrer Wirkungslinie.  

 

Abbildung 40: Zerlegung von 𝑑𝑆𝐹 in 𝑑𝑆𝐹
⊥  und 𝑑𝑆𝐹

∥  

Ist die Summe der angreifenden Kräfte Null, so bleibt der Schwerpunkt in Ruhe, und es kommt zu einer 

reinen Rotationsbewegung des starren Körpers.  

2.3.3.1 Körper mit fester Drehachse 

Im Bereich der Technik (z.B. Räder an Fahrzeugen, Turbinen) treten oft Situationen auf, in denen die 

Drehachse fixiert ist. Hier ist es interessant die Belastung der Achsenlager, d.h. die Kräfte, die senkrecht 

auf die Drehachse wirken, zu untersuchen. Die Abbildung 41 zeigt einen starren Körper mit fester 

Drehachse, angreifender Kraft �⃗� und den daraus resultierenden Drehmomenten. Wenn die Kraft �⃗� auf 

den starren Körper (Angriffspunkt 𝑟) wirkt, wird bei fester Achse eine Rotation auftreten, d.h. die 

Massenpunkte des Körpers beschreiben Kreisbahnen (s. rote Bahn in Abbildung 41) um die Drehachse.  
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⊥
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Abbildung 41: Rotation eines starren Körpers mit fester Drehachse 

Man zerlegt die angreifende Kraft in Komponenten parallel (�⃗�∥) und senkrecht (�⃗�⊥) zur Drehachse, und 

die Komponente senkrecht zur Drehachse wiederum in Komponenten radial (�⃗�𝑟) und tangential (�⃗�𝑡) 

zur Bahnbewegung (der Massenpunkte). Der Ortsvektor des Angriffspunktes 𝑟 wird in 𝑟∥ (Komponente 

parallel zur Drehachse), und 𝑟⊥ (Komponente senkrecht zur Drehachse) zerlegt.  

Es wirken die folgenden Drehmomente: 

�⃗⃗⃗� = 𝑟 × �⃗� = (𝑟⊥ + 𝑟∥) × (�⃗�∥ + �⃗�𝑟 + �⃗�𝑡) 

                                                                             = 𝑟⊥ × �⃗�∥ + 𝑟⊥ × �⃗�𝑟⏟    
0

+ 𝑟⊥ × �⃗�𝑡 + 𝑟∥ × �⃗�∥⏟  
0

+ 𝑟∥ × �⃗�𝑟 + 𝑟∥ × �⃗�𝑡 

                   = �⃗⃗⃗�⊥,3 + �⃗⃗⃗�∥ + �⃗⃗⃗�⊥,1 + �⃗⃗⃗�⊥,2 

Nur die Komponente von �⃗⃗⃗� parallel zur Drehachse (parallel zu �⃗⃗⃗�) trägt zur Drehbewegung bei, alle 

anderen Komponenten wirken senkrecht zur Drehachse und müssen von deren Lagerung aufgefangen 

werden.  

Die Lager werden nur dann nicht belastet, wenn die Summe aller äußeren Kräfte auf den starren Körper 

Null ist (d.h. keine Beschleunigung des Schwerpunkts auftritt) und resultierende Drehmomente nur 

parallel zur Drehachse auftreten.  

2.3.3.2 Körper mit fester Drehachse außerhalb des Schwerpunkts 

Es soll nun noch der Fall betrachtet werden, dass die feste Drehachse nicht durch den Schwerpunkt 

des starren Körpers verläuft. Dann wirkt auf die Drehachse eine äußere Kraft. Es liegt ein Paar von 

entgegengesetzt gleichen Kräften vor. Die Drehachse verlaufe durch den Punkt 𝐴 (s. Abbildung 42).  
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Abbildung 42: Rotation eines starren Körpers mit fester Drehachse außerhalb des Schwerpunktes 

Durch die angreifende Kraft �⃗�  wird der Schwerpunkt mit �⃗�𝑆𝑃beschleunigt, und der Körper rotiert 

zusätzlich aufgrund des auftretenden Drehmoments: 

�⃗⃗⃗� = 𝑑𝐴,𝑃 × �⃗� 

Dabei gilt: 

𝑑𝐴𝑃 =  𝑑𝑃,𝑆𝑃 + 𝑑𝐴,𝑆𝑃 

Man kann sich dann �⃗⃗⃗�  zusammengesetzt denken aus einem Drehmoment, das die Rotation des 

starren Körpers um den Schwerpunkt bewirkt 

�⃗⃗⃗�𝑆𝑃 = 𝑑𝑃,𝑆𝑃 × �⃗� 

und dem Drehmoment, bewirkt durch die auf die Achse wirkende Kraft 

�⃗⃗⃗�𝐴 = 𝑑𝐴,𝑆𝑃 × �⃗� 

Die Summe dieser beiden Drehmomente ergibt wieder �⃗⃗⃗�: 

�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗�𝑆𝑃 + �⃗⃗⃗�𝐴 = (𝑑𝑃,𝑆𝑃 × �⃗�) + (𝑑𝐴,𝑆𝑃 × �⃗�) 

                                   = (𝑑𝑃,𝑆𝑃 + 𝑑𝐴,𝑆𝑃) × �⃗� = 𝑑𝐴,𝑃 × �⃗� 

Der jeweilige Zusammenhang zwischen Drehmoment und Winkelbeschleunigung ist gegeben durch: 

�⃗⃗⃗�𝐴 = 𝐽�̇⃗⃗⃗� = 𝑚𝑆𝑃 𝑑𝐴,𝑆𝑃
2 �̇⃗⃗⃗�     

�⃗⃗⃗�𝑆𝑃 = 𝐽𝑆𝑃 �̇⃗⃗⃗� = 𝐽𝑆𝑃 �̇⃗⃗⃗�                

�⃗⃗⃗� = (𝑚𝑆𝑃 𝑑𝐴,𝑆𝑃
2 + 𝐽𝑆𝑃)�̇⃗⃗⃗�   

Die Winkelbeschleunigung wird durch das Trägheitsmoment bzgl. der Drehachse bestimmt.  

 

Beispiel - Das Gleichgewicht des starren Körpers: 

In der Technik ist es wichtig zu wissen, wann ein starrer Körper im Gleichgewicht ist, also z.B. nicht 

umfällt. Der starre Körper hat drei Freiheitsgrade der Bewegung mehr als ein Massenpunkt. Für das 

Gleichgewicht des Massenpunkts musste die Summe aller Kräfte Null sein. Beim starren Körper müssen 
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auch Drehungen berücksichtigt werden, d.h. zusätzlich zur Summe aller Kräfte muss auch die Summe 

aller Drehmomente Null sein. Also muss gelten 

∑ �⃗�𝑖 = 0𝑖       und         ∑ �⃗⃗⃗�𝑖𝑖 = ∑ 𝑟𝑖 × �⃗�𝑖 = 0𝑖  

Dabei ist die Wahl des Referenzpunktes, bzgl. dessen die Drehmomente berechnet werden, beliebig. 

Im Gravitationsfeld der Erde wirkt auf jeden Massenpunkt des starren Körpers (Abbildung 43) die 

Schwerkraft 𝑚�⃗�. Der Körper soll durch eine Haltekraft �⃗�𝐻 vor dem Fall bewahrt werden.  

 

 

Abbildung 43: Aufgehängter Körper im Gravitationsfeld der Erde 

Für das Gleichgewicht des starren Körpers muss gelten: 

1) Für die angreifenden Kräfte 

∑𝑚𝑖�⃗� + �⃗�𝐻 = 0 ⇒ �⃗�𝐻 = −
𝑖

(∑ 𝑚𝑖
𝑖
) �⃗� = −𝑚�⃗� 

2) Für die angreifenden Drehmomente 

∑ 𝑟𝑖 ×𝑚𝑖�⃗� + 𝑟𝐻 × �⃗�𝐻 =
𝑖

∑ 𝑟𝑖 ×𝑚𝑖�⃗� − 𝑟𝐻 ×𝑚�⃗�
𝑖

 

=∑ (𝑟𝑖𝑚𝑖 − 𝑟𝐻𝑚) × �⃗�
𝑖

= 0 

Diese Bedingung ist erfüllt, wenn (i): 

∑ (𝑟𝑖𝑚𝑖 − 𝑟𝐻𝑚)
𝑖

= 0 ⇒ 𝑟𝐻 =
∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖𝑖

𝑚
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d.h. der Haltepunkt im Schwerpunkt angreift.   

Die Bedingung ist auch / oder erfüllt, wenn (ii): 

∑ (𝑟𝑖𝑚𝑖 − 𝑟𝐻𝑚) =
1

𝑚
 [∑

𝑚𝑖𝑟𝑖
𝑚

 −  𝑟𝐻
𝑖

] =
1

𝑚
 [𝑟𝑆𝑃 − 𝑟𝐻]  

𝑖
‖ �⃗� 

d.h. wenn 𝑟𝑆𝑃 − 𝑟𝐻 auf einer Linie, die durch den Schwerpunkt geht und parallel zu �⃗� ist, liegt. Das sind 

die in der unteren Abbildung eingezeichneten gestrichelten Linien.  

  

Abbildung 44: Aufhängung dreier Körper in labiler (links), stabiler (mittig) und indifferenter (rechts) Gleichgewichtslage 

Liegt der Haltepunkt unterhalb des Schwerpunkts (links), spricht man von labilem Gleichgewicht, da 

das kleinste Drehmoment ausreicht, um den starren Körper in eine neue Lage zu bringen. 

Liegt der Haltepunkt oberhalb des Schwerpunkts liegt ein stabiles Gleichgewicht vor, da ein 

rücktreibendes Drehmoment existiert, das den starren Körper bei kleinen Auslenkungen in seine 

Ursprungslage zurücktreibt. Stimmen Halte- und Schwerpunkt überein, liegt ein indifferentes 

Gleichgewicht vor. Keine Orientierung des starren Körpers ist hierzu ausgezeichnet.  

 

Beispiel - Statisches Gleichgewicht: 

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch ein Beispiel für ein System im statischen Gleichgewicht 

betrachtet werden. Ein Mensch mit Masse 𝑀𝑀 (s. Abbildung 45) steht mit einer Kiste der Masse 

𝑀𝐾 auf einem Brett der Masse 𝑀𝐵 mit Schwerpunkt  𝑃, dass an zwei Stellen (𝑥1 und 𝑥2) unterstützt 

wird. Wie groß sind die Auflagekräfte 𝐹1 und 𝐹2?  

Betrachtet man nur die gezeigte Schnittebene und ist das System im Gleichgewicht, so gilt für die 

Kräfte: 

𝐹1 + 𝐹2 −𝑀𝐾𝑔 −𝑀𝑀𝑔 −𝑀𝐵𝑔 = 0 
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Und für die Drehmomente: 

𝑥1𝐹1 + 𝑥2𝐹2 − 𝑥𝐾𝑀𝐾𝑔 − 𝑥𝑀𝑀𝑀𝑔 − 𝑥𝐵𝑀𝐵𝑔 = 0 

Aus diesen zwei Gleichungen können die Auflagekräfte 𝐹1 und 𝐹2 direkt ermittelt werden: 

𝐹1 =
𝑔

𝑥1 − 𝑥2
(𝑥𝐾 − 𝑥2)𝑀𝐾𝑔 + (𝑥𝑀 − 𝑥2)𝑀𝑀𝑔 − (𝑥𝐵 − 𝑥2)𝑀𝐵𝑔 = 0 

𝐹2 =
𝑔

𝑥1 − 𝑥2
(𝑥1 − 𝑥𝐾)𝑀𝐾𝑔 + (𝑥1 − 𝑥𝑀)𝑀𝑀𝑔 − (𝑥1 − 𝑥𝐵)𝑀𝐵𝑔 = 0 

 

Abbildung 45: Mensch und Kiste auf einem Brett mit zwei Auflagern 

 

2.3.4 Drehimpuls 

Ein endliches Drehmoment wirkt nur dann auf einen starren Körper, wenn die Kraft �⃗� nicht parallel 

zum Ortsvektor 𝑟 gerichtet ist und wenn 𝑟 ≠ 0 (d.h. der Angriffspunkt der Kraft muss außerhalb der 

Drehachse liegen). Wirkt auf eine drehbar gelagerte Masse 𝑚 eine Kraft �⃗�, so gilt für das Drehmoment: 

�⃗⃗⃗� = 𝑟 × �⃗� = (

𝑦𝐹𝑧 − 𝑧𝐹𝑦
𝑧𝐹𝑥 − 𝑥𝐹𝑧
𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥

) =

(

 
 
 
 
𝑦𝑚

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
− 𝑧𝑚

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2

𝑧𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 𝑥𝑚

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2

𝑥𝑚
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
− 𝑦𝑚

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2)

 
 
 
 

 

�⃗⃗⃗⃗� =
𝑑

𝑑𝑡

(

 
 
 
𝑦𝑚

𝑑𝑧

𝑑𝑡
− 𝑧𝑚

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑧𝑚
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑥𝑚

𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑥𝑚
𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝑦𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡)

 
 
 

⏟            
�⃗⃗�

=  �̇⃗⃗� 

Wenn das Drehmoment Null ist, bleibt die Größe �⃗⃗� zeitlich erhalten. �⃗⃗� nennt man den Drehimpuls der 

Masse 𝑚.  
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Man kann den Drehimpuls auch durch den linearen Impuls 𝑝 wie folgt ausdrücken: 

�⃗⃗� =

(

 
 
 
𝑦𝑚

𝑑𝑧

𝑑𝑡
− 𝑧𝑚

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑧𝑚
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑥𝑚

𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝑥𝑚
𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝑦𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡)

 
 
 

= (

𝑦𝑝𝑧 − 𝑧𝑝𝑦
𝑧𝑝𝑥 − 𝑥𝑝𝑧
𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥

) = 𝑟 × 𝑝 

Wie bereits in Abschnitt 2.1.5.2 gezeigt ist der lineare Impuls ohne einwirkende Kraft eine 

Erhaltungsgröße. Dies gilt auch für den Drehimpuls ohne einwirkendes Drehmoment. Betrachte eine 

Masse 𝑚, die sich im Abstand 𝑟 mit der konstanten Bahngeschwindigkeit �⃗� um eine feste Achse dreht. 

Dann ist ihr Drehimpuls gegeben durch: 

�⃗⃗� = 𝑟 × 𝑝 = 𝑟 ×𝑚 �⃗� ⇒ �⃗⃗� = 𝑚𝑟2�⃗⃗⃗� 

Der letzte Schritt ergibt sich aus der Tatsache, dass 𝑟 senkrecht auf �⃗� steht. Wirkt kein Drehmoment 

auf diese Masse so bleibt �⃗⃗� erhalten. Diese Aussage gilt für jedes Massenelement eines rotierenden 

starren Körpers. Man kann hier über alle Massenelemente 𝑚𝑖 summieren, um den Gesamtdrehimpuls 

des starren Körpers zu erhalten.  

�⃗⃗�𝑖 = 𝑚𝑖𝑟𝑖
2�⃗⃗⃗� ⇒ �⃗⃗�𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =∑𝑚𝑖𝑟𝑖

2�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗�

𝑖

∑𝑚𝑖𝑟𝑖
2

𝑖

= 𝐽�⃗⃗⃗� 

Aus der letzten Gleichung ergibt sich: wenn das Trägheitsmoment 𝐽 eines rotierenden starren Körpers 

abnimmt, muss wegen der Drehimpulserhaltung (bei 𝑀 =  0) 𝜔 zunehmen.  

2.3.5 Analogie zwischen linearer Bewegung und rotierender Bewegung 

Wenn man lineare Bewegung und rotierende Bewegung betrachtet, stellt man fest, dass es analoge 

Größen für die Bewegungsbeschreibung gibt, die in Tabelle 3 mit ihren in diesem Skript verwendeten 

Notationen und Einheiten gegenübergestellt sind. 

Tabelle 3: Analogie zwischen linearer Bewegung und rotierender Bewegung 

Lineare Bewegung                  Rotierende Bewegung 

�⃗⃗⃗� [
𝒎

𝒔
] �⃗⃗⃗� [

𝑟𝑎𝑑

𝑠
] 

�⃗⃗⃗� [
𝒎

𝒔𝟐
] �⃗� [

𝑟𝑎𝑑

𝑠2
] 

�⃗⃗⃗� [
𝒌𝒈𝒎

𝒔𝟐
] �⃗⃗⃗� [

𝑘𝑔𝑚2

𝑠2
] 

�⃗⃗⃗� [
𝒌𝒈𝒎

𝒔
] �⃗⃗� [

𝑘𝑔𝑚2

𝑠
] 

𝑨𝒍𝒊𝒏 = ∫ �⃗⃗⃗� 𝒅�⃗⃗� 𝐴𝑟𝑜𝑡 = ∫ �⃗⃗⃗� 𝑑�⃗⃗� 
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2.4 MECHANIK FESTER KÖRPER 
Beim Einsatz von Werkstoffen in technischen Systemen sind deren Reaktion auf äußere Kräfte von 

großer Bedeutung. Im Unterschied zu den starren Körpern, die bisher betrachtet wurden, besteht eine 

wesentliche Eigenschaft von Werkstoffen darin, sich unter einer äußeren Kraft auch zu verformen. 

Geschieht dies mit hinreichend niedrigen Kräften, so verhält sich ein Werkstoff zunächst elastisch. Wird 

eine gewisse Kraft, bzw. Verformung überschritten, so kommt es zu einer permanenten, sogenannten 

plastischen Verformung. 

Man kann sich einen festen Körper als räumlich ausgedehntes Volumen aus infinitesimal kleinen 

Massen aufgebaut denken, die miteinander so gekoppelt sind, dass unter äußeren Lasten eine 

vorübergehende oder permanente Verformung eintreten kann. 

2.4.1 Elastizität 

Wirkt auf einen Körper eine äußere Kraft, bzw. ein äußeres Moment, so geht im Falle einer elastischen 

Verformung die eingetretene Form- oder Gestaltänderung vollständig zurück, wenn die äußere Kraft 

oder das äußere Moment wieder entfällt. In diesem Fall handelt es sich um einen reversiblen Prozess 

und man spricht von einem elastischen Verhalten des Körpers. 

2.4.1.1 Spannung 

Eine wichtige Kenngröße in der technischen Mechanik ist die Spannung. Wie in Abbildung 46 

dargestellt greift eine äußere Kraft an der Oberfläche eines Werkstoffs an und lässt sich per 

Kräftezerlegung in eine Komponente normal (𝐹𝑛 ) und tangential (𝐹𝑡 ) zur Oberfläche zerlegen. Die 

lokale Oberfläche wird durch die infinitesimale Fläche 𝑑𝐴 angenommen. 

Die Spannung ist dann definiert als: 

 =
𝑑𝐹

𝑑𝐴
 

Die Spannung wird in der Praxis häufig in der Maßeinheit 1[𝑁/𝑚𝑚2] = 1 [𝑀𝑃𝑎] angegeben, weil sich 

dann handliche Zahlen ergeben. Analog zum Druck bei Flüssigkeiten und Gasen wird die Einheit auch 

in [𝑃𝑎] angegeben (s. 2.6.1). Die Kräftezerlegung in Abbildung 46 hat besondere Bedeutung, da diese 

beiden Teilkräfte zur Unterscheidung zweier Spannungsarten, der Normalspannung σ  und der 

Schubspannung τ genutzt werden: 

σ =
𝑑𝐹𝑛
𝑑𝐴

 

τ =
𝑑𝐹𝑡
𝑑𝐴

 

In einem Einheitswürfel lässt sich der Spannungszustand eindeutig durch drei Normalspannungen und 

sechs Schubspannungen beschreiben (s. Abbildung 47). Dabei gibt der erste Index die Schnittebene 

und der zweite Index die Wirkrichtung an. τ𝑥𝑦 liegt z.B. in der 𝑥-Ebene und wirkt in der 𝑦-Richtung. Da 

aus Symmetriegründen τ𝑥𝑦 = τ𝑦𝑥  und τ𝑥𝑧 = τ𝑧𝑥  und τ𝑦𝑧 = τ𝑧𝑦 , wird der Spannungszustand 

allgemein durch nur drei Hauptspannungen σ𝑥, σ𝑦 und σ𝑧, sowie drei Schubspannungen τ𝑥𝑦, τ𝑥𝑧 und 

τ𝑦𝑧 vollständig beschrieben. 
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Abbildung 46: Zur Definition der Spannung 

 

 

Abbildung 47: Zur Orientierung der Spannungen im Einheitswürfel 

2.4.1.2 Verformung 

Wirken auf einen Körper äußere Kräfte oder Momente, so kommt es zwangsläufig zu einer 

Verformung. Analog zu den Spannungen werden hierbei zwei Fälle unterschieden, die Dehnung 휀 und 

die Schiebung γ. Für die Dehnung gilt allgemein, wie in Abbildung 48 dargestellt der Zusammenhang: 

휀 =
∆𝐿

𝐿
=
𝑙 − 𝐿

𝐿
 

𝑑𝐹𝑛

𝑑𝐹𝑡 𝑑𝐴
𝐴

𝑑𝐹

𝜎𝑧
𝑧 

𝑦 

𝑥 

 𝑧𝑦

 𝑧𝑥

𝜎𝑦

 𝑦𝑧

 𝑦𝑥

𝜎𝑥

 𝑥𝑦

 𝑥𝑧
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Abbildung 48: Zur Definition der Dehnung 

Kommt es zusätzlich zu einer Verzerrung des Körpers, so spricht man von einer Schiebung, wie in 

Abbildung 49 dargestellt. Die Schiebung in der 𝑥𝑦-Ebene ergibt sich näherungsweise als Winkelsumme 

der beiden Verzerrungswinkel zu: 

𝛾𝑥𝑦 ≅ 𝛼 + 𝛽 

 

 

Abbildung 49: Zur Definition der Schiebung 

2.4.1.3 Hookesches Gesetz 

Im elastischen Bereich eines Körpers ist die Längenänderung ∆𝐿  proportional zur wirkenden 

Normalkraft 𝐹𝑛. Mit der Definition der Dehnung 휀 und der wirkenden Zug- bzw. Druckspannung 𝜎 (bei 

umgekehrtem Vorzeichen) lässt sich der Zusammenhang in Form des Hookeschen Gesetzes schreiben: 

σ =  𝐸 휀 

Der Proportionalitätsfaktor ist das Elastizitätsmodul, der im Allgemeinen zeitabhängig sein kann: 

𝐸(𝜎, 𝑡) =
𝑑𝜎

𝑑휀
 

Das Elastizitätsmodul ist eine Werkstoffkenngröße, die ebenfalls die Einheiten [N/mm²] besitzt, aber 

üblicherweise in 103[𝑁/𝑚𝑚2] =  1 [𝐺𝑃𝑎]  angegeben wird. Eine gut bekannte, aber einfache 

Anwendung des Hookeschen Gesetzes ist das Verhalten einer Feder, da diese einen 1-dimensionalen 

Fall zur Veranschaulichung darstellt. 

 

Beispiel – Verhalten einer Feder (ohne Schwerkraft): 

Man betrachte die in Abbildung 50 dargestellte Masse 𝑚 , die an einer Feder befestigt ist. Die 

Ruheposition der Masse sei 𝑧0. Außer der Federkraft sollen keine weiteren Kräfte auf 𝑚 wirken.  

∆𝐿

𝐿

𝑙

𝛼

𝛽

𝑥

𝑦
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Wir wählen als Bezugssystem ein Koordinatensystem, dessen Ursprung in 𝑧0 liegt. Lenkt man 𝑚 um 

den Weg 𝑧 aus der Ruhelage mittels der Kraft �⃗�𝑧 aus, so gilt für die rückstellende Kraft aufgrund des 

Hookeschen Gesetzes der Zusammenhang: 

𝐹𝐹 = 𝑘(𝑧0 − 𝑧) = −𝑘 𝑧 

Die Federkraft ist also erwartungsgemäß eine Funktion der Auslenkung 𝑧 und steigt mit wachsendem 

𝑧. Analog dem Elastizitätsmodul beschreibt die Proportionalitätskonstante 𝑘 die Steifigkeit der Feder. 

In diesem Zusammenhang wird diese auch als Federkonstante bezeichnet. 

 

Abbildung 50: Masse an einer Feder ohne Schwerkraft 

2.4.1.4 Dehnung und Querdehnung 

Im Unterschied zu dem 1-dimensionalen Fall einer Feder kommt es bei volumetrisch ausgedehnten 

Körpern bei einer Längenänderung auch zu einer Geometrieänderung entlang der anderen 

Raumrichtungen. Wie in Abbildung 51 dargestellt ist das übliche Werkstoffverhalten 12  bei einer 

positiven Längenänderung eine korrespondierende negative Längenänderung in die anderen beiden 

Raumrichtungen.  

 

Abbildung 51: Zur Definition der Querkontraktion 

 

 
12 Es existieren aber durchaus auch Werkstoffe, bei denen dieses Verhalten umgekehrt ist! 

∆𝐿
𝑑

∆𝑑

𝑥

𝑦

𝐿
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Diese werkstoffspezifische Kenngröße wird als Querkontraktionszahl oder Poissonzahl ν bezeichnet 

und lässt sich wie folgt definieren: 

𝜈 = −
휀

휀𝑞
= −

휀𝑦

휀𝑥
 

 Mit der Querkontraktion 휀𝑞 als: 

휀𝑞 =
Δ𝑑

𝑑
 

Der übliche Wertebereich der Poissonzahl ist 0 ≤ 휀𝑞 ≤ 0,5. 

2.4.1.5 Elementare Belastungsfälle 
Mit der Definition von Spannung und Verformung lassen sich die vier elementaren Belastungsfälle beschreiben. Diese sind 

in  

Abbildung 52 dargestellt. Es lässt sich unterscheiden in Zug, bzw. Druck, Scherung, Biegung und 

Torsion. In der Praxis treten diese Belastungsfälle üblicherweise in überlagerter Form auf, so dass eine 

reine Beschreibung mit den hier eingeführten Näherungen nur bei weiteren Annahmen möglich ist. 

Zur weiteren Verallgemeinerung muss die Beschreibung von Spannung und Verformung, sowie das 

Hookesche Gesetz in einen Tensorformalismus überführt werden. 

 

 

Abbildung 52: Zur Definition der elementaren Belastungsfälle Zug-, bzw. Druck (oben links), Scherung (oben rechts), 
Biegung (unten links) und Torsion (unten rechts). 

2.4.1.6 Elastische Energie 

Bei der Längen-, bzw. Volumenänderung von Körpern wird Arbeit verrichtet. Nach der Definition der 

Arbeit 𝑊 = ∫𝐹𝑑𝐿 folgt mit 

𝐹 = σ𝐴    und    𝑑𝐿 = 𝐿 ε 

𝐴
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𝑊 = ∫𝜎 𝐴 𝐿 𝑑휀 = 𝑉∫𝜎𝑑휀 

Dabei ist 𝑉 das Ausgangsvolumen des Körpers, 𝐴 der Ausgangsquerschnitt und 𝐿 die Ausgangslänge. 

Ist die Verformung nur elastisch, so wird die verrichtete Arbeit als elastische Energie im deformierten 

Körper gespeichert. Nimmt man die angreifende Kraft wieder weg, so kehrt der Körper in den 

undeformierten Zustand unter Freisetzung dieser Energie zurück. 

Beispiel – Arbeit an einer Feder (ohne Schwerkraft): 

Zur Veranschaulichung des Verhaltens eines Festkörpers, kann wieder das 1-dimensionale Beispiel 

einer Feder bemüht werden.  

Um die Arbeit für das gezeigte Beispiel in Abbildung 50 zu berechnen, die für die Auslenkung der Masse 

𝑚 aus der Ruhelage notwendig ist, muss anstatt über die Dehnung über den Weg integriert werden. 

Damit ergibt sich: 

𝑊 = ∫�⃗�𝐹 𝑑𝑠 =   −  ∫𝑘 𝑧′𝑑𝑧′
𝑧

0

= [− 
1

2
𝑘𝑧′

2
]
0

𝑧

= − 
1

2
 𝑘 𝑧2

𝑧

0

 

Die Menge der gespeicherten elastischen Energie hängt also nur von der Auslenkung 𝑧, sowie der 

spezifischen Federsteifigkeit 𝑘 ab. 

2.4.2 Plastizität 

Im Unterschied zu den im vorherigen Abschnitt betrachteten Fällen, kann es bei einer Belastung eines 

Körpers auch zu einer Überschreitung einer bestimmten Verformungs- oder Spannungsgrenze 

kommen. In einem realen Körper geht dies mit einer irreversiblen Änderung der Mikrostruktur einher, 

so dass eine permanente, plastische Verformung verbleibt. Ein Teil der Verformungsenergie wird dafür 

aufgewendet, so dass diese beim Entlasten nicht vollständig zurückgewonnen werden kann. Man 

spricht daher von einem elastisch-plastischen Verhalten des Körpers. 

Bei plastischer Verformung eines Körpers kommt es zudem zu einem nichtlinearen Zusammenhang 

zwischen der angreifenden Kraft und der Verformung. Dies wird in dem sogenannten Spannungs-

Dehnungs-Diagramm eines Werkstoffs deutlich sichtbar (s. Abbildung 53). 

Im Bereich kleiner Spannungen und Dehnungen ist das Werkstoffverhalten linear, d.h. es folgt dem 

Hookeschen Gesetz. Die Proportionalität zwischen Spannung und Dehnung wird durch das 

Elastizitätsmodul13 beschrieben. Wird eine werkstoffspezifische Grenze überschritten, so kommt es zu 

einer irreversiblen Veränderung der Mikrostruktur (z.B. der gezeigten Verfestigung) und es beginnt ein 

stark nichtlinearer Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung. Final führen diese 

Veränderungen dazu, dass der Werkstoff nicht noch mehr Verformungsenergie aufnehmen kann, was 

dann zum Bruch des Werkstoffs, d.h. einer irreversiblen Trennung des Körpers führt. 

 
13 Im Falle einer Schubbeanspruchung oder Torsion ist der Zusammenhang durch das Schubmodul gegeben. 
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Abbildung 53: Typisches Werkstoffverhalten im Spannungs-Dehnungs-Diagramm 

2.5 REIBUNG 
Wenn sich berührende Oberflächen relativ zueinander bewegen, wandelt die Reibung zwischen den 

beiden Oberflächen kinetische Energie in Wärmeenergie um (d.h. sie wandelt Arbeit in Wärme um). 

Diese Eigenschaft kann man z.B. nutzen, wenn man Holzstücke aneinander reibt, um ein Feuer zu 

entfachen. Kinetische Energie wird immer dann in Wärmeenergie umgewandelt, wenn eine Bewegung 

mit Reibung einhergeht, z.B. wenn eine viskose Flüssigkeit gerührt wird (s. 2.6.2.3). Eine weitere 

wichtige Folge vieler Arten von Reibung kann Verschleiß sein, der zu Leistungseinbußen oder Schäden 

an Bauteilen führen kann. Dieses Forschungsfeld wird als Tribologie bezeichnet. 

Reibung ist andererseits vielfach erwünscht und wichtig für die Traktion, um die Fortbewegung an Land 

zu erleichtern. Die meisten Landfahrzeuge sind auf Reibung angewiesen, um zu beschleunigen, 

abzubremsen und die Richtung zu ändern. Eine plötzliche Verringerung der Traktion kann sogar zum 

Verlust der Kontrolle und zu Unfällen führen. 

Reibung selbst ist keine fundamentale Kraft. Trockene Reibung entsteht aus einer Kombination von 

Oberflächenhaftung, Oberflächenrauhigkeit, Oberflächenverformung und Oberflächenver-

schmutzung. Die Komplexität dieser Wechselwirkungen macht die Berechnung der Reibung auf Basis 

mikroskopischer Vorstellungen oft unpraktisch und erfordert bisher den Einsatz empirischer 

Methoden für die Analyse. 

Reibung ist keine konservative Kraft, d.h. die gegen die Reibung verrichtete Arbeit ist wegabhängig. 

Bei Vorhandensein von Reibung wird immer ein Teil der kinetischen Energie in Wärmeenergie 

umgewandelt, so dass die mechanische Energie nicht erhalten bleibt. Im Folgenden sollen drei der 

besonders relevanten Reibungsfälle betrachtet werden. 

2.5.1 Haftreibung 

Ruht ein Körper, wie in Abbildung 54 gezeigt, so ist empirisch bekannt, dass eine gewisse Kraft 

notwendig ist, um diesen in Bewegung zu versetzen. 

(linear) 
Elastischer Bereich

Selbstverfestigung

Nichtlinearer Bereich

Trennbruch

휀

𝜎
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Abbildung 54: Zur Definition der Reibkräfte 

Diese Kraft �⃗�𝑅 = �⃗�𝐻𝑅, die notwendig ist um ein Objekt, das auf einer Oberfläche ruht, in Bewegung zu 

versetzen wird als Haftreibungskraft bezeichnet. Die Haftreibung ist proportional zur Normalkraft �⃗�𝑁, 

d.h. zu der Kraft, die durch das aufliegende Objekt senkrecht zur Oberfläche wirkt. Die Richtung der 

Haftreibung ist entgegengesetzt zur angreifenden Kraft �⃗�𝑖 . Die zugehörige Konstante 𝜇𝐻𝑅  heißt 

Haftreibungskoeffizient: 

�⃗�𝐻𝑅 = −𝜇𝐻𝑅 |�⃗�𝑁| 
�⃗�𝑖

|�⃗�𝑖|
 

Der dimensionslose Haftreibungskoeffizient 𝜇𝐻𝑅 eines Körpers hängt von Material und Rauheit seiner 

Oberfläche und der der Fläche ab, auf der er liegt. �⃗�𝐻𝑅  hängt bei konstanter Masse des Körpers nicht 

von der Auflagefläche ab. Bei größerer Oberfläche des Körpers nimmt die Kraft pro Fläche ab.  

2.5.2 Gleitreibung 

Nachdem die Haftreibung überwunden ist, setzt sich der Körper in Abbildung 54 in Bewegung. Die 

Gleitreibungskraft �⃗�𝑅 = �⃗�𝐺𝑅  versucht die Bewegung zu hindern, d.h. sie ist dem 

Geschwindigkeitsvektor �⃗� entgegengesetzt gerichtet. Auch �⃗�𝐺𝑅 ist proportional zur Normalkraft.  

�⃗�𝐺𝑅 = − 𝜇𝐺𝑅|�⃗�𝑁|
�⃗�

|�⃗�|
 

Die Proportionalitätskonstante 𝜇𝐺𝑅 heißt in diesem Fall Gleitreibungskoeffizient. Er hängt wieder von 

Material und Rauheit der beteiligten Materialoberflächen ab.  

Beispiel – Die schiefe Ebene mit Reibung: 

Wie bereits beschrieben, gibt es die Gleit- aber auch die Haftreibung. Wir betrachten im Folgenden 

nur die Komponente von �⃗�𝑟, die von Null verschieden ist. Betrachtet man nun erneut das Beispiel aus 

Abschnitt 2.1.3.2 (s. Abbildung 55), so können zwei Fälle auftreten: 

�⃗�𝑁

�⃗�𝐻𝑅�⃗�
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Abbildung 55: Kräftegleichgewicht eines Objektes auf der schiefen Ebene 

1. Objekt bewegt sich nicht (wie in Abschnitt 2.1.3.2): 

�⃗�𝑟 = �⃗�𝑁 + �⃗�𝑔 + �⃗�𝑅 = 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 𝜇𝐻𝑅𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠𝜙 < 0 

Die Reibungskraft entspricht der Haftreibung. Erst wenn die Hangabtriebskraft die Haftreibung 

übersteigt, bewegt sich das Objekt. Die Bedingung für die Überwindung der Haftreibung lautet:  

𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 𝜇𝐻𝑅𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠 𝜙 = 0 ⇒
𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑐𝑜𝑠 𝜙
= 𝜇𝐻𝑅 =  = 𝑡𝑎𝑛𝜙𝐺𝑟𝑒𝑛𝑧 

Es gibt also einen Grenzwinkel, bei dem das Objekt die Haftreibung überwindet. 

2. Objekt bewegt sich: 

�⃗�𝑟 = �⃗�𝑁 + �⃗�𝑔 + �⃗�𝑅 = 𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜙 − 𝜇𝐺𝑅𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠𝜙 > 0 

Dies gilt, da die Reibungskraft bei Bewegung nur durch die Gleitreibung bestimmt ist und die 

Reibungskraft proportional �⃗�𝑁 ist.  

Beim Gleiten von Körpern, tritt ein Effekt auf, der die Energieerhaltung aus Abschnitt 2.1.5.2 auf den 

ersten Blick ungültig erscheinen lässt. Dies liegt daran, dass bei Auftreten von Reibung mechanische 

Energie in Wärme umgewandelt wird, eine Energieform, die erst in Kapitel 0 behandelt werden wird. 

Beispiel – Energieerhaltung bei Gleitreibung: 

Ein Objekt bewege sich mit der Geschwindigkeit 𝑣 horizontal, d.h. senkrecht zur Gravitationskraft auf 

einer nicht reibungsfreien Ebene. Es wirkt die Gleitreibungskraft �⃗�𝐺𝑅. Durch die Reibungskraft ändert 

sich die kinetische Energie des Objekts 
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𝑑

𝑑𝑡
(
1

2
𝑚𝑣2) = 𝑚𝑣�̇� = �⃗�𝐺𝑅 �⃗� 

bis es zum Stillstand kommt. Da sich die Masse horizontal bewegt, bleibt die potenzielle Energie 

während der Bewegung konstant, d.h. die mechanische Energie ändert sich von einem endlichen Wert 

zu Null. Allgemein kann man also schreiben: 

𝑊 = ∫ (�⃗�𝐺 + �⃗�𝐺𝑅)𝑑𝑟 = 𝛥𝑊𝐺 + 𝛥𝑊𝐺𝑅 = 𝛥𝐸𝑘𝑖𝑛

𝑟2

𝑟1

 

2.5.3 Rollreibung 

Wenn man ein Rad auf einer Oberfläche abrollt (Auto, Fahrrad) tritt weder Gleit- noch Haftreibung auf. 

Dennoch wird Energie dissipiert, wenn das Rad auf den Boden drückt oder sich vom Boden löst. Den 

Effekt nennt man Rollreibung, beschrieben durch die Kraft �⃗�𝑅𝑅. 

 Experimentell findet man, dass �⃗�𝑅𝑅 abhängt von: 

1. Der Normalkraft auf die Unterlage (z.B. Straße) 

2. Durchmesser und Deformation des Rads 

3. Den beteiligten Materialien 

 Die Kraft �⃗�𝑅𝑅lässt sich schreiben als: 

�⃗�𝑅𝑅 = − 
𝑓

𝑟
 |�⃗�𝑁|

�⃗�

|�⃗�|
 

Hier ist 𝑓  die Rollreibungslänge, 𝑟  der Radius des Rads. Die Größe 
𝑓

𝑟
=  𝜇𝑟𝑟  heißt Rollreibungs-

koeffizient, �⃗� ist der Geschwindigkeitsvektors des Rads.  

Die Rollreibung nimmt also mit zunehmendem Radradius ab. Die Rollreibung ist deutlich geringer als 

die Gleitreibung oder Haftreibung, eine Tatsache, die Anwendung z.B. bei Kugellagern und Wälzlagern 

findet.  
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2.6 MECHANIK DER FLÜSSIGKEITEN UND GASE 
In den bisherigen Abschnitten wurden im Wesentlichen die Mechanik von Festkörpern betrachtet, was 

durch den Übergang von einem Massenpunkt, über den starren Körper bis hin zum festen Körper 

erreicht wurde. Die Gesetze der Mechanik lassen sich jedoch auch auf Flüssigkeiten und Gase 

anwenden. Jedoch verhalten sich diese beiden Medien, mit denen man sich hier auseinandersetzt, der 

Erfahrung nach etwas anders als feste Körper.  

Den Flüssigkeiten ist gemein, dass diese eine durch die Gravitation (aber auch andere Kräfte) 

getriebene Form annehmen, welche von einer inneren Wechselwirkung der molekularen Bestandteile 

herrührt. Diese ist zwar im Vergleich zum Festkörper deutlich geringer, erlaubt aber eine gewisse 

„Formstabilität“ und resultiert insbesondere im Phänomen der Kompressibilität. Auch können diese 

inneren Bestandteile von Flüssigkeiten untereinander Kräfte ausüben und mit äußeren Kräften 

wechselwirken.  

Bei den Gasen setzt sich dies dahingehend fort, so dass die Wechselwirkung der molekularen 

Bestandteile in Gasen zwar ebenfalls mechanischen Gesetzmäßigkeiten unterliegt, aber die innere 

Anziehung komplett wegfällt. Dennoch kann auch hier ein ausgeprägter Austausch der molekularen 

Bestandteile mit äußeren Kräften erfolgen. Da viele der Grundkonzepte für Flüssigkeiten und Gase 

direkt übertragbar sind, werden diese im Folgenden gemeinsam betrachtet.  

Unterschieden wird zwischen einer Beschreibung, bei denen sich die Medien im statischen oder im 

quasi-statischen Gleichgewicht befinden (Hydro- und Aerostatik), sowie den Fällen, bei denen es zu 

einer Bewegung (hier: Strömung) der Medien kommt (Hydro- und Aerodynamik). 

2.6.1 Hydro- und Aerostatik  

Die Hydrostatik ist der Zweig der Strömungsmechanik, der sich mit den Gleichgewichtsbedingungen 

von schwimmenden und untergetauchten Körpern, d.h. Fluiden im hydrostatischen Gleichgewicht und 

dem Druck in einem näherungsweise inkompressiblen Fluid oder dem Druck, der von einem Fluid auf 

einen eingetauchten Körper ausgeübt wird, beschäftigt. Die Hydrostatik ist von grundlegender 

Bedeutung für die Hydraulik, d. h. die Konstruktion von Anlagen zur Speicherung, zum Transport und 

zur Nutzung von Flüssigkeiten. Sie ist auch für die Geophysik und Astrophysik (z. B. für das Verständnis 

der Plattentektonik und der Anomalien des Erdschwerefeldes), die Meteorologie, die Medizin (im 

Zusammenhang mit dem Blutdruck) und viele andere Bereiche von Bedeutung. 

Die Hydrostatik bietet physikalische Erklärungen für viele Phänomene des täglichen Lebens, z. B. 

warum sich der Luftdruck mit der Höhe ändert, warum Holz und Öl auf dem Wasser schwimmen und 

warum die Oberfläche von stehendem Wasser immer eben ist. 

Die Aerostatik ist als Teilgebiet der Fluidstatik die Lehre der unbewegten, insbesondere der 

strömungsfreien, kompressiblen Gase. Eine der zugehörigen Anwendungen ist die kinetische 

Gastheorie, aber auch z.B. die barometrische Höhenformel.  

Bedingt durch die leichte Verschiebbarkeit der molekularen Bestandteile von Flüssigkeiten und Gasen 

wirken sich Kräfte auf deren Volumina im Falle einer sehr langsamen Veränderung sofort auf das 

Gesamtvolumen aus. Sind die Vorgänge zeitlich langsam genug spricht man hierbei von quasi-

statischen Bedingungen, sowie im Grenzfall unendlicher langer Abläufe schließlich vom statischen Fall. 

Die statische Beschreibung ist hierbei für die relevanten Beanspruchungszeiten vieler Anwendungsfälle 

hinreichend genug, weshalb diese im Folgenden genauer betrachtet werden soll. 
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2.6.1.1 Druck 

In einem gasförmigen oder flüssigen Medium gibt es eine abgeleitete mechanische Größe, die im 

gesamten Volumen gilt. Dieser Druck 𝑝 ist definiert als Quotient der Kraft 𝑑𝐹, die senkrecht auf ein 

Flächenelement 𝑑𝐴 der Begrenzungsfläche (s. Abbildung 56) wirkt: 

𝑝 =
𝑑𝐹

𝑑𝐴
 

Der Druck ist in diesem Fall eine skalare Größe mit der Einheit [
𝑁

𝑚2] = 1 [𝑃𝑎]. Die Druckeinheit ist nach 

dem französischen Physiker Blaise Pascal (1623-1662) aufgrund seiner wegweisenden Abhandlungen 

zum Luftdruck benannt, welche das Fundament der Hydrostatik darstellt.  

 

Abbildung 56: Zur Definition des Drucks 

Eine Druckmessung kann z.B. mittels eines Gasthermometers (s. Abbildung 57) durchgeführt werden. 

Es besteht aus einem 𝑈-förmig gebogenen Rohr, in das eine Flüssigkeit der Dichte 𝜌𝑓𝑙  gefüllt wird. 

Oberhalb der Flüssigkeitssäule befindet sich ein Gas (z.B. Luft).  

Die linke Seite (Druck 𝑝1 , Volumen 𝑉1) ist gegen die Umgebung abgeschlossen, die rechte Seite (Druck 

𝑝2,  Volumen 𝑉2) ist offen gegen die Umgebung. Die unterschiedliche Höhe der Flüssigkeit auf beiden 

Seiten wird offensichtlich durch unterschiedliche Kräfte, die auf die Flüssigkeitsoberfläche wirken, 

verursacht.  Die Kraftdifferenz lässt sich aus der Höhendifferenz ℎ des Flüssigkeitsspiegels und dem 

Querschnitt 𝐴 beider Säulen errechnen:  

∆𝐹 =  𝜌𝑓𝑙  ℎ 𝐴 𝑔 = 𝑚𝑓𝑙  𝑔 

Die auf die Querschnittsfläche des Rohrs normierte Kraftdifferenz ergibt die Druckdifferenz zwischen 

𝑉1 und 𝑉2.   

𝛥𝐹

𝐴
=  𝑝1 − 𝑝2 

 

𝑑𝐹

𝑑𝐴
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Abbildung 57: Zur Druckmessung mittels eines Gasthermometers 

Mittlerweile werden in technischen Systemen natürlich vorzugsweise elektrische Druckmesser 

verwendet. Diese setzen eine mechanisch wirkende Druckenergie direkt in elektrische Energie um und 

sind sowohl für besonders kleine als auch besonders hohe Drücke gut geeignet. Darüber hinaus sind 

sie sehr schnell im Ansprechverhalten, was insbesondere für die Bereiche Hydro- und Aerodynamik 

relevant ist. 

2.6.1.2 Kompressibilität 

Druckerhöhungen bewirken bei Flüssigkeiten und Gasen eine Volumenabnahme. Näherungsweise ist 

die relative Volumenänderung Δ𝑉/𝑉 proportional zur Druckänderung Δ𝑝: 

∆𝑉

𝑉
= −𝜅∆𝑝 

Die Proportionalitätskonstante 𝜅 wird als Kompressibilität bezeichnet. Sie trägt die Einheit [1/𝑃𝑎]. 

Mit einer Volumenänderung geht bei gleichbleibender Masse 𝑚 auch eine andere wesentliche 

Änderung der Eigenschaften des Mediums einher. Die Dichte 𝜌 ist definiert als: 

𝜌 =
𝑚

𝑉
 

Bei einer Druckänderung ergibt sich: 

∆𝜌 = −𝑚
∆𝑉

𝑉2
= −𝜌

∆𝑉

𝑉
 

Und damit: 

∆𝜌

𝜌
= 𝜅∆𝑝 

Die Kompressibilität von Flüssigkeiten ist im Vergleich zu Gasen sehr klein. Flüssigkeiten werden 

daher üblicherweise als näherungsweise inkompressibel behandelt. Dennoch lassen sich äußere 

Kräfte übertragen, was vielfältige technische Anwendungen erlaubt. 

ℎ

𝑝1 𝑝2

𝜌
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Beispiel – hydraulische Presse: 

In Abbildung 58 ist das Schema einer hydraulischen Presse dargestellt. Diese hat zwei bewegliche 

Kolben mit unterschiedlichen Querschnittsflächen 𝐴1  und 𝐴2 . Die Rückschlagventile ermöglichen 

wiederholte Pumpstöße auf den Presskolben: Durch Öffnen des Absperrventils kann der Presskolben 

wieder zurückgefahren werden. Wird der Pumpenkolben durch eine Kraft 𝐹1  reibungsfrei um die 

Wegstrecke 𝑠1 verschoben, drückt das verschobene Volumen den Presskolben mit einer Kraft 𝐹2 um 

die Wegstrecke 𝑠2  nach oben. Wegen der Inkompressibilität der Flüssigkeiten gilt 𝐴1𝑠1 = 𝐴2𝑠2 . 

Weiterhin muss die am Pumpenkolben aufgewandte Arbeit 𝑊1 = 𝐹1𝑠1  gleich der am Presskolben 

freiwerdenden Arbeit 𝑊2 = 𝐹2𝑠2 sein. Es gilt: 

𝐹1𝑠1 = 𝐹2𝑠2 

Durch Division erhält man: 

𝐹1
𝐴1
=
𝐹2
𝐴2

 

           oder   𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝 

Für die Kraft 𝐹2 am Presskolben folgt daher: 

𝐹2 = 𝐹1
𝐴2
𝐴1

 

Dies bedeutet, dass die Kraft 𝐹2 im Presskolben um das Verhältnis 𝐴2: 𝐴1 größer ist als die Pumpkraft 

𝐹1. Für die dargestellten kreisförmigen Kolben mit dem Durchmesser 𝑑1 und 𝑑2 ergibt sich: 

𝐹1
𝐹2
=
𝐴1
𝐴2
=
𝑑1
2

𝑑2
2 

 

Abbildung 58: Schematische Darstellung einer hydraulischen Presse 
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Im Unterschied zu den Flüssigkeiten sind Gase sehr kompressibel. Für ideale Gase lässt sich die 

isotherme Kompressibilität aus der Zustandsgleichung ableiten (s. Abschnitt 3.3.3): 

𝜅𝑔𝑎𝑠 =
1

𝑝
 

Hier hängt die Kompressibilität nur vom Gasdruck, nicht aber von Gasart oder Volumen ab. Die in 

Gasen gespeicherte mechanische Arbeit lässt sich wegen der leichten Verschiebbarkeit der 

molekularen Bestandteile an jeder Stelle des Reservoirs entnehmen. Die ist nutzt man z.B. in der 

Pneumatik. 

2.6.1.3 Schweredruck 

Durch die Gewichtskraft der molekularen Bestandteile wird in tieferen Schichten von Flüssigkeiten und 

Gasen die Kraft auf die Begrenzungsfläche des Flüssigkeits- oder Gasvolumen erhöht. In größeren 

Tiefen ist der Druck der Flüssigkeit oder im Gas um den Schweredruck erhöht.  

Wegen der Schwerkraft wirkt auf eine Fläche zusätzlich zu einem äußeren Druck 𝑝𝐴 die Gewichtskraft 

𝐹𝑔 der über dieser Fläche liegenden Flüssigkeitssäule. Diese Gewichtskraft beträgt 𝐹𝑔 = 𝑚𝑔 = 𝜌𝐴𝑦𝑔.  

Die Druckerhöhung 𝑑𝑝 bei einer kleinen Zunahme 𝑑𝑦 der Tiefe der Flüssigkeits- oder Gassäule beträgt 

(s. Abbildung 59): 

𝑑𝑝 =  
𝑑𝐹𝑔

𝐴
= 𝜌 𝑔 𝑑𝑦 

𝜌 ist die Dichte der Flüssigkeits- oder Gasschicht in der Tiefe 𝑦. 

Für den Flüssigkeitsdruck am Ende der Säule ergibt sich durch Integration: 

𝑝𝑦0 = 𝜌𝑔𝑦0 

Dies bedeutet, dass der Schweredruck von Flüssigkeiten lediglich von der Füllhöhe, nicht aber von der 

Form des Gefäßes abhängt. Dies wird auch als hydrostatisches Paradoxon bezeichnet. 

Die Summe von äußerem Druck 𝑝𝐴  und Schweredruck 𝑝𝑦  wird hydrostatischer Druck genannt. Die 

Abhängigkeit des hydrostatischen Drucks von der Tiefe 𝑦 ergibt sich aus (s. Abbildung 59): 

𝑝ℎ𝑦𝑑𝑟 = 𝑝𝐴 + 𝜌𝑔𝑦 

 

Abbildung 59: Zum Schweredruck in einer Flüssigkeit 

𝑝𝐴

𝑦 

𝑝ℎ𝑦𝑑𝑟 

𝐹𝑔 𝑦0 

𝑝𝐴0

𝜌𝑔𝑦𝑝𝐴 + 𝜌𝑔𝑦0
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Wie in Abbildung 57 gezeigt kann zur Druckmessung die Höhe einer Flüssigkeitssäule genutzt werden. 

Der Schweredruck einer 10 𝑚 hohe Wassersäule auf einen Quadratmeter beträgt bei Normalluftdruck 

auf Meeresspiegelhöhe gerade 101 325 𝑃𝑎, das entspricht ungefähr 105𝑃𝑎 =  1 𝑏𝑎r und damit der 

Festlegung für den Standardatmosphärendruck.  

Auch der Schweredruck eines Gases errechnet sich aus der über einer Bezugsebene stehenden 

Gassäule. Ein Spezialfall hiervon ist die Druckverteilung in der Erdatmosphäre. Durch die 

Gravitationskraft nimmt die Dichte des Gases mit zunehmender Höhe ab. Aus diesem Grund gilt die 

Gleichung für den Schweredruck hier nur innerhalb einer kleinen Höhendifferenz 𝑑ℎ . Bei einer 

Höhenzunahme 𝑑ℎ über Meereshöhe nimmt die Höhe der noch verbleibenden Gassäule und damit 

der hydrostatische Druck um 𝑑𝑝 = −𝜌𝑔𝑑ℎ ab. Unter der Voraussetzung einer konstanten Temperatur 

gilt für den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte 𝜌 = (𝜌0𝑝)/𝑝0. Somit gilt: 

∫
𝑑𝑝

𝑝
= −

𝜌0𝑔

𝑝0
∫𝑑ℎ

ℎ

0

𝑝

𝑝0

 

Oder alternativ: 

ln (
𝑝

𝑝0
) = −

𝜌0𝑔

𝑝0
ℎ 

Oder alternativ: 

𝑝 = 𝑝0𝑒
−
𝜌0𝑔

𝑝0
ℎ

   und   𝜌 = 𝜌0𝑒
−
𝜌0𝑔

𝑝0
ℎ

 

Dies ist die barometrische Höhenformel. Sie zeigt, dass der Schweredruck eines Gases mit steigender 

Höhe ℎ über dem Ausgangsniveau exponentiell abfällt. 

2.6.1.4 Auftrieb 

Bereits 200 Jahre vor Christus entdeckte Archimedes das nach ihm benannte Prinzip, das auf der 

Auftriebskraft von Körpern in Flüssigkeiten oder Gasen basiert. Wegen des Schweredrucks sind alle in 

Flüssigkeiten und Gasen eingetauchte Körper leichter als außerhalb dieser Medien. Diese Erscheinung 

wird Auftrieb genannt. Wie in Abbildung 60 dargestellt, wirken auf einen eingetauchten Körper 

verschiedene Kräfte. Dadurch, dass sich die Seitenkräfte 𝐹𝑠1  und 𝐹𝑠2  gegenseitig aufheben, wirkt 

wegen der Höhendifferenz der Ober und Unterseite ℎ2 − ℎ1  eine Kraftdifferenz 𝐹2 − 𝐹1  auf die 

Unterseite. Diese ist gleich der Auftriebskraft 𝐹𝐴 , im Falle einer Flüssigkeit oder eines Gases mit 

konstanter Dichte 𝜌: 

𝐹𝐴 = 𝐹2 − 𝐹1 = 𝐴(𝑝2 − 𝑝1) = 𝐴𝜌𝑔(ℎ2 − ℎ1) 

Da 𝐴(ℎ2 − ℎ1) gerade das Volumen des Körpers, bzw. das durch den eingetauchten Körper verdrängte 

Volumen des Mediums ist ließ sich nach Archimedes dadurch das Volumen des Körpers hochpräzise 

messen. Zusammen mit der Bestimmung der Masse lässt sich daraus auf die Dichte des Körpers 

schließen14. Je nach Gewicht 𝐹𝑔 des eingetauchten Körpers sind drei Fälle zu unterscheiden: 

𝐹𝑔 < 𝐹𝐴: Der Körper schwimmt.  

𝐹𝑔 = 𝐹𝐴: Der Körper schwebt.  

𝐹𝑔 > 𝐹𝐴: Der Körper sinkt.  

 
14 Dies ist die sogenannte Archimedische Waage zur Dichtebestimmung. 
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Abbildung 60: Zur Definition der Auftriebskraft 

2.6.2 Hydro- und Aerodynamik  

In den bisherigen Betrachtungen wurde von Flüssigkeiten und Gasen ausgegangen, deren innere 

Bewegungen aufgrund der äußeren Kräfte gering oder langsam genug sind, so dass diese bei der 

Betrachtung vernachlässigt werden können.  Die Strömungslehre ist eine Teildisziplin der Mechanik, 

welche die Strömung von Flüssigkeiten und Gasen beschreibt. Sie umfasst Aerodynamik (die 

Untersuchung von Luft und anderen Gasen in Bewegung) und die Hydrodynamik (die Untersuchung 

von Flüssigkeiten in Bewegung). Die Strömungslehre hat ein breites Anwendungsspektrum, darunter 

die Berechnung von Kräften und Momenten in Flugzeugen, die Bestimmung des Massendurchsatzes 

von Flüssigkeiten in Rohren, die Vorhersage von Wettermustern oder das Verständnis von Nebeln im 

interstellaren Raum. 

Die Hydrodynamik umfasst empirische und halb-empirische Gesetze, die aus Strömungsmessungen 

abgeleitet und zur Lösung praktischer Probleme verwendet werden. Die Lösung eines 

hydrodynamischen Problems beinhaltet in der Regel die Berechnung verschiedener Eigenschaften des 

Fluids, wie Strömungsgeschwindigkeit, Druck, Dichte und Temperatur, als Funktionen von Raum und 

Zeit. 

Die Aerodynamik, von griechisch ἀήρ aero (Luft) + δυναμική (Dynamik), ist die Lehre von der Bewegung 

der Luft, insbesondere wenn sie von einem festen Objekt, wie z. B. einem Flugzeugflügel, beeinflusst 

wird. Der Begriff Aerodynamik wird oft synonym mit Gasdynamik verwendet, mit dem Unterschied, 

dass "Gasdynamik" sich auf die Untersuchung der Bewegung aller Gase bezieht und nicht auf Luft 

beschränkt ist. Die formale Untersuchung der Aerodynamik begann im modernen Sinne im 18. 

Jahrhundert, obwohl Beobachtungen grundlegender Konzepte wie z.B. des Luftwiderstands schon viel 

früher gemacht wurden. Die meisten der frühen Bemühungen in der Aerodynamik zielten darauf ab, 

ein flugtaugliches Vehikel zu entwickeln, was erstmals 1891 von Otto Lilienthal erfolgreich umgesetzt 

wurde.  

2.6.2.1 Strömungsfeld  

Die strömenden Masseteilchen weisen eine räumliche Geschwindigkeitsverteilung auf, d.h. es liegt ein 

Strömungsfeld vor. Das Strömungsfeld ist ein Vektorfeld. Es beschreibt die Geschwindigkeitsvektoren 

der transportierten Masseteilchen an jedem Ort für jeden Zeitpunkt. Es kann ortsabhängig 

(inhomogen) oder ortsunabhängig (homogen) und zeitabhängig (instationär) oder zeitunabhängig 

(stationär) sein. In Abbildung 61 sind die divergierenden Feldlinien des Strömungsfeldes (Stromlinien) 

in einer sich aufweitenden Röhre dargestellt. Die Tangenten an die Stromlinien des Strömungsfeldes 

beschreiben in jedem Raumpunkt die Richtung der Strömungsgeschwindigkeit. Von den Stromlinien 

zu unterscheiden sind die Bahnlinien einer Strömung, welche die tatsächliche Bewegung der 

Masseteilchen während der Strömung beschreiben.  

𝐹1

𝐹2

𝐹𝑆1 𝐹𝑆2

ℎ1 

ℎ2 
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Abbildung 61: Zur Veranschaulichung von Stromlinien 

Im instationären Zustand ändert sich das Stromlinienbild zeitabhängig. Bis das Masseteilchen auf 

seiner Bahn einen Ort erreicht, hat sich die Geschwindigkeit an diesem Ort gegenüber dem 

vorhergehenden Zeitpunkt schon geändert. Nur in stationären Strömungsfeldern fallen Bahnlinien und 

Stromlinien zusammen. 

Die Abbildung 61 zeigt ein abgeschlossenes Volumengebiet (Stromröhre). Je größer die Anzahl der 

Stromlinien ist, die eine senkrechte Fläche durchströmen, desto höher ist die Stromdichte durch diese 

Fläche. In Abbildung 61 ist die Stromdichte durch die Fläche 𝐴1 höher als durch die Fläche 𝐴2. Strömen 

aus einer Stromröhre mehr Teilchen heraus als hineinfließen, dann befindet sich in der Stromröhre 

eine Quelle, im umgekehrten Falle eine Senke. Strömen gleich viele Teilchen aus der Stromröhre 

heraus wie hineinfließen, so ist die Stromröhre quellen- und senkenfrei. 

Für den Vektor der Massenstromdichte 𝑗 gilt: 

𝑗 = 𝜌�⃗� 

Im allgemeinen Fall ist weder die Strömungsgeschwindigkeit �⃗�  konstant, noch wird die Fläche 𝐴 

senkrecht durchströmt (s. Abbildung 62).  

Der Anteil des Massenstroms 𝑑�̇�, der ein kleines Flächenelement 𝑑𝐴 durchströmt, beträgt mit dem 

Winkel 𝛼  zwischen den Strömungsgeschwindigkeitsvektor �⃗�  und dem Vektor 𝑑𝐴  des 

Flächenelements, das senkrecht auf der Fläche 𝑑𝐴 steht: 

𝑑�̇� = |𝑗||𝑑𝐴| cos 𝛼 = 𝑗𝑑𝐴 

Dies bedeutet, dass der Anteil des Massenstroms 𝑑�̇�  gleich dem Skalarprodukt aus der 

Massenstromdichte 𝑗 und dem Flächenelement 𝑑𝐴 ist. 

 

Abbildung 62: Zur Veranschaulichung der Kontinuitätsgleichung 

𝐴1
𝐴2

𝛼

𝑑𝐴

𝑗
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Durch Integration über die geschlossene Oberfläche ergibt sich der gesamte, durch die Oberfläche des 

eingeschlossenen Volumens ein- und austretende Massenstrom: 

�̇� =
𝑑𝑚

𝑑𝑡
= ∮ 𝑗𝑑𝐴

𝑂

= ∮ 𝜌�⃗�𝑑𝐴

𝑂

 

Dies erlaubt erneut die Fallunterscheidung in mathematischer Form: 

Quelle:     Das Integral ist > 0 

Senke:     Das Integral ist < 0 

Quellen- und Senkenfreiheit:  Das Integral ist = 0 

Im Falle der Quellen- und Senkenfreiheit bleibt der Massenstrom durch ein Volumenelement konstant. 

Für eine solche stationäre Strömung existiert eine Kontinuitätsgleichung. Für 
𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ergibt sich 

durch Integration: 

�̇� = 𝜌1𝑣1𝐴1 = 𝜌2𝑣2𝐴2 = 𝜌𝑣𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Bei inkompressiblen Flüssigkeiten ist die Dichte konstant. Für diese und Gasströmungen mit 

vernachlässigbaren Druckunterschieden lässt sich weiter vereinfachen zu: 

�̇� =
�̇�

𝜌
= 𝐴𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Um einen Flüssigkeitsvolumen Δ𝑉1 = 𝐴1Δ𝑠1 durch die Querschnittsfläche 𝐴1 in die Strömungsröhre 

einzubringen, muss bei dem dort herrschenden Druck 𝑝1 die Arbeit 𝑊1 = 𝑝1Δ𝑉1 =

𝑝1𝐴1Δ𝑠1aufgebracht werden. Wegen der Inkompressibilität der Flüssigkeit tritt bei 𝐴2 dann ein gleich 

großes Volumen Δ𝑉2 = Δ𝑉1 = Δ𝑉  aus und verrichtet die Arbeit 𝑊2. Hat das Flüssigkeitsvolumen am 

Ort der Querschnittsfläche 𝐴1  die potenzielle Energie 𝜌Δ𝑉1𝑔ℎ1  und die kinetische Energie 
1

2
𝜌𝑉𝑣1

2 , 

sowie bei 𝐴2  die potenzielle Energie 𝜌Δ𝑉𝑔ℎ2  und die kinetische Energie 
1

2
𝜌𝑉𝑣2

2 , so gilt nach dem 

Energieerhaltungssatz bei vernachlässigbarer Reibung: 

Δ𝑊 = (
1

2
𝜌Δ𝑉𝑣1

2 + 𝜌Δ𝑉𝑔ℎ1) −
1

2
(𝜌Δ𝑉𝑣2

2 + 𝜌Δ𝑉𝑔ℎ2) 

Mit Δ𝑊 = 𝑝2Δ𝑉 − 𝑝1Δ𝑉 folgt: 

𝑝1 +
1

2
𝜌𝑣1

2 + 𝜌𝑔ℎ1 = 𝑝2 +
1

2
𝜌𝑣2

2 + 𝜌𝑔ℎ2 

Oder allgemein: 

𝑝 +
1

2
𝜌𝑣2 + 𝜌𝑔ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Diese Gleichung wird nach ihrem Entdecker Bernoulli-Gleichung genannt. Sie besagt, dass an jedem 

Ort für eine Stromlinie die Summe aus statischem, geodätischem und dynamischem Druck konstant 

ist. Der erste Term beschreibt dazu den statischen Druck, der zweite den dynamischen Druck und der 

dritte Term den geodätischen Druck.  

2.6.2.2 Laminare Strömung  

Zwischen den molekularen Bestandteilen eines Mediums wirken Kohäsionskräfte. Aus diesem Grund 

treten bei der Strömung zwischenmolekulare Reibungskräfte auf, deren Wirkung innere Reibung 
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genannt wird. Zwischen zwei Platten im Abstand 𝑑 befindet sich eine Flüssigkeit, wie in Abbildung 63 

gezeigt.  

Die untere Platte ist in Ruhe (𝑣 = 0), während die obere Platte mit der konstanten Geschwindigkeit 

𝑣 = 𝑣0 nach rechts bewegt wird. Da somit die obere Flüssigkeitsschicht die Geschwindigkeit 𝑣0 hat 

und die untere keine Geschwindigkeit aufweist, befindet sich in der Flüssigkeitsschicht ein 

Geschwindigkeitsgefälle 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑣0. Da dieses nicht wie in Abbildung 63 gezeichnet linear zu sein 

braucht, wird ein differentielles Geschwindigkeitsgefälle 𝑑𝑣/𝑑𝑥 definiert. Gleiten die einzelnen 

Flüssigkeitsschichten (Laminate) mit verschiedenen Geschwindigkeiten übereinander hinweg, ohne 

sich zu vermischen, wird diese Strömung als laminare Strömung bezeichnet. Die Reibungskraft 𝐹𝑅 

entsteht durch die Verschiebung, die notwendig ist um eine Platte der Fläche 𝐴 mit der konstanten 

Geschwindigkeit 𝑣 parallel zur ruhenden Wand zu verschieben, ist proportional zu Fläche 𝐴 und zum 

Geschwindigkeitsgefälle 𝑑𝑣/𝑑𝑥: 

𝐹𝑅 = 𝜂𝐴
𝑑𝑣

𝑑𝑥
  

Mit der Schubspannung  = 𝐹𝑅/𝐴 gilt auch: 

 = 𝜂
𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

Dieses Gesetz wird auch Newtonsches Reibungsgesetz genannt. Der Proportionalitätsfaktor 𝜂 ist die 

dynamische Viskosität (Zähigkeit) des Mediums. Sie hat die Einheit [𝑁𝑠/𝑚²] = [𝑃𝑎𝑠].  

 

Abbildung 63: Zur Veranschaulichung der inneren Reibung bei der laminaren Strömung 

Die dynamische Viskosität 𝜂 ist eine Materialeigenschaft, die temperatur- und druckabhängig ist. Die 

Temperaturabhängigkeit kann näherungsweise mit 

𝜂 = 𝑐1𝑒
𝑐2/𝑇  

beschrieben werden. Hierbei sind 𝑐1 und 𝑐2 zwei empirische Konstanten. Die dynamische Viskosität 

von Gasen ist sehr viel geringer als die von Flüssigkeiten, unabhängig vom Gasdruck und nimmt mit 

steigender Temperatur proportional zur steigenden mittleren Geschwindigkeit der Gasmoleküle zu. 

Beispiel – Strömung in einem Rohr 

Empirische Beobachtungen zeigen, dass bei einer laminaren Strömung durch ein Rohr die Flüssigkeit 

am Rand aufgrund der Reibungskräfte anhaftet und sich in der Mitte am schnellsten bewegt. Die 

Strömung kann man sich zusammengesetzt denken aus einzelnen Zylinderschichten die 

reibungsbehaftet aneinander vorbei gleiten (s. Abbildung 64). 

𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑
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Abbildung 64: Laminare Strömung in einem Rohr 

Ein Zylinder mit dem Radius 𝑟  gleitet am angrenzenden Zylinder ab. An der Grenzfläche ist die 

Druckkraft gleich der Reibungskraft 𝐹𝑝 = 𝐹𝑅. Aus 

(𝑝1 − 𝑝2)𝜋𝑟
2 = −𝜂𝐴

𝑑𝑣

𝑑𝑟
= −𝜂2𝜋𝑟𝑙

𝑑𝑣

𝑑𝑟
 

ergibt sich: 

𝑟𝑑𝑟 = −
2𝜂𝑙

𝑝1 − 𝑝2
𝑑𝑣 

Durch Integration lässt sich dies überführen in: 

𝑟2 = −
4𝜂𝑙

𝑝1 − 𝑝2
𝑣 + 𝐶 

Betrachtet man Abbildung 64 genauer, so lassen sich die Randbedingungen bei 𝑟 = 𝑅  die 

Strömungsgeschwindigkeit zu 𝑣 = 0 erschließen und man erhält die Integrationskonstante 𝐶 = 𝑅2. 

Somit gilt: 

𝑟2 = −
4𝜂𝑙

𝑝1 − 𝑝2
𝑣 + 𝑅2 

Löst man diese Gleichung nach der Strömungsgeschwindigkeit 𝑣  auf, so ergibt sich das Hagen-

Poiseuillesche Gesetz: 

𝑣(𝑟) =
𝑝1 − 𝑝2
4𝜂𝑙

(𝑅2 − 𝑟2) 

Diese Gleichung beschreibt einen parabelförmigen Verlauf der Geschwindigkeit im Inneren des Rohrs, 

wie in Abbildung 64 dargestellt. 

2.6.2.3 Umströmung von Körpern 

Wird eine kritische Strömungsgeschwindigkeit überschritten, erfolgt ein Übergang von der laminaren 

zur turbulenten Strömung. Diese kann nicht mehr durch ein Schichtmodell beschrieben werden, da 
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Geschwindigkeitskomponenten auch senkrecht zur Strömungsrichtung auftreten. Charakteristisch ist 

das Auftreten (s. Abbildung 65) von Wirbeln.  

 

Abbildung 65: Umströmung eines zylindrischen Körpers im reibungsfreien Fall (links) und mit Berücksichtigung der Reibung 

(rechts) 

Die Widerstandskraft eines umströmten Körpers gegenüber dem Medium setzt sich aus zwei Beiträgen 

zusammen: Der Reibungswiderstandskraft 𝐹𝑅 und der Druckwiderstandskraft 𝐹𝐷. 

Die Reibungswiderstandskraft entspricht der Wechselwirkung längs des umströmten Körpers durch 

die Reibungskräfte zwischen Medium und Körper. Diese rührt maßgeblich von den entstehenden 

Turbulenzen an der Grenzfläche her. 

Die Druckwiderstandskraft rührt von der Wirbelbildung auf der Rückseite des Körpers her. Aufgrund 

der Bernoulli-Gleichung resultiert aus den unterschiedlichen Strömungsgeschwindigkeiten auf der 

Vorder- und Rückseite des Körpers eine Druckdifferenz, welche eine Reaktionskraft des Körpers 

gegenüber dem Medium entspricht. Diese ist proportional zum Staudruck 
𝜌

2
𝑣2 und zur angeströmten 

Fläche 𝐴: 

𝐹𝐷 = 𝑐𝐷
𝜌

2
𝐴𝑣2 

Mit 𝑐𝐷 wird der Druckwiderstandsbeiwert bezeichnet. Für die auf den Körper wirkende Reibungskraft 

gilt entsprechend: 

𝐹𝑅 = −𝑐𝑊
𝜌

2
𝐴𝑣2 

Der gesamte Widerstand ergibt sich demnach zu: 

𝐹𝑊 = 𝐹𝑅 + 𝐹𝐷 = 𝑐𝑊
𝜌

2
𝐴𝑣2 

Die Widerstandskraft nimmt quadratisch zur Strömungsgeschwindigkeit zu. Der 

Proportionalitätsfaktor 𝑐𝑊 ist dimensionslos und wird Widerstandsbeiwert genannt. 

Aufgrund des 3. Newtonschen Axioms gelten diese Gesetzmäßigkeiten auch umgekehrt, d.h. bei einer 

Bewegung des Körpers in einem Medium, anstatt der Bewegung des Mediums über den Körper. 

Deshalb ist es möglich in einem Windkanal die Geometrie von Objekten, die sich später bewegen sollen 

(Flugzeug, Auto) im stehenden Zustand zu optimieren. 
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Beispiel - Höchstgeschwindigkeit eines Objekts bei gegebener Antriebsleistung: 

Um ein Fahrzeug auf einer bestimmten Geschwindigkeit �⃗� zu halten, muss ständig Arbeit gegen die 

auftretenden Reibungskräfte geleistet werden. Diese bestehen nach Abschnitt 2.5.3 aus dem 

Rollreibungswiderstand und dem hier eingeführten Luftwiderstand (hier macht man die berechtigte 

Annahme einer hinreichend hohen Geschwindigkeit für das Auftreten turbulenter Strömung). Man 

geht von einer ebenen Strecke aus, da Steigungen eine Erweiterung des Ansatzes erfordern. Nimmt 

man an, dass die in den Reibungskräften auftretenden Parameter über die betrachtete Strecke 

konstant bleiben, muss ein konstanter Betrag an Arbeit pro Zeit vom Antrieb geleistet werden, also 

eine konstante Leistung erbracht werden. Im Falle eines Automobils wird diese Leistung in Kilowatt 

gemessen.  

Also muss die Antriebsleistung  𝑃𝐴 = �⃗�𝐴 �⃗�  mit �⃗�𝐴 als Antriebskraft gleich der Summe der auftretenden 

Reibungskräfte mal der Geschwindigkeit �⃗� des Fahrzeugs sein: 

 𝑃𝐴 = �⃗�𝐴 𝑣 = �⃗�𝑅 �⃗� +  �⃗�𝑅𝑅 �⃗� =  
1

2
 𝑐𝑊 𝜌𝐿𝑢𝑓𝑡 𝐴 𝑣3 +  𝜇𝑟𝑟  𝑚𝐹𝑎ℎ𝑟𝑧𝑒𝑢𝑔 𝑔 𝑣 

Nimmt man typische Werte für Masse, Anströmfläche und Rollreibungskoeffizienten an, so ergibt sich 

ein ungefährer Zusammenhang zwischen Antriebsleistung und Maximalgeschwindigkeit eines 

Fahrzeugs:  

𝑣𝑚𝑎𝑥 = 47 √𝑃𝑎
3  

Für eine Zielgeschwindigkeit 𝑣𝑚𝑎𝑥 ≈ 240 
𝑘𝑚

ℎ
  bedeutet dies z.B. 𝑃𝐴 = 144 𝑘𝑊 (oder 200 𝑃 ) 
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2.7 SCHWINGUNGEN UND WELLEN 
Schwingungen sind ein wichtiges Gebiet der Physik und Technik, das uns in vielen Formen immer 

wieder begegnen wird. Technische Anwendungen oder auch eigene Erfahrungen bzgl. Schwingungen 

sind beispielsweise:  

• Automotiv: Federung (mit / ohne Dämpfung) 

• Vibrationen des Motors 

• Schlingerndes Schiff 

• Uhren: Pendel, Unruhe, Schwingquarz 

• Akustik: Musik, Stimmgabel, Saite, Luftsäule 

• Erdbeben (Wellen) 

Schwingungen treten aber auch auf bei:  

• Regelsystemen: z.B. Heizungsthermostat 

• Elektrischen Schwingkreisen 

• Elektromagnetischen Wellen, z.B. Licht  

• Populationen Jäger / Beute 

• Wachstum von Bakterien 

• Oszillierenden chemischen Reaktionen 

Generell versteht man unter einer Schwingung eine Bewegung eines Massenpunkts oder eines 

ausgedehnten Körpers mit kleinen Auslenkungen um die Gleichgewichtslage. In vielen Fällen treten 

die zugrundeliegenden Bewegungsabläufe in einem zeitlich wiederkehrenden Muster auf. Ist dieses 

Muster konstant, so spricht man von periodischen Abläufen, welchen eine charakteristische Zeitdauer, 

die sogenannte Periodendauer zugeordnet werden kann. 

Schwingungen werden durch die Einwirkung von Kräften in Gang gesetzt und aufrechterhalten. 

Handelt es sich um ein System, welches nach der Wegnahme äußerer Kräfte weiterhin Schwingungen 

getrieben durch innere Kräfte vollführt, so spricht man von einem Oszillator. Ein Beispiel für einen 

solchen ist ein gekoppeltes Feder-Masse System. Handelt es sich um ein System von Massenpunkten 

oder sogar ein System von starren oder festen Körpern, so können aufgrund der vielfältigen inneren 

Schwingungen sehr komplexe globale Schwingungsformen entstehen. In solchen Fällen kann es 

passieren, dass eine Veränderung an einem Oszillator als Teil des Gesamtsystems eine Veränderung 

bei den anderen Oszillatoren des Systems verursacht. Die Ausbreitung solcher Veränderung als 

Funktion von Ort und Zeit wird dann als Welle bezeichnet. 

Auch wenn bereits angedeutet wurde, dass Schwingungen und Wellen in der Physik allgemeingültigen 

Gesetzmäßigkeiten unterliegen, so werden im Folgenden dennoch nur die für die Mechanik relevanten 

Formen betrachtet. 

2.7.1 Kinematik schwingender Körper 

Die Betrachtung der Kinematik schwingender Körper beginnt in Analogie zu Abschnitt 2.1.1 mit einigen 

Annahmen zu den bewegten Körpern. Gemeinsam ist diesen Betrachtungen, dass gerne wieder auf 

Approximationen in Form von Massenpunkten zurückgegriffen wird und damit Freiheitsgrade durch 

Rotation starrer Körper oder die Deformation fester Körper vernachlässigt werden. Dennoch erfordern 

viele der Überlegungen eine räumliche Ausdehnung der betrachteten Objekte, so dass zu Recht von 

Körpern gesprochen wird. 

Startet man mit einer Betrachtung der Energieerhaltung einer rollenden Kugel auf einer schiefen 

Ebene, so kann man sich folgendes Beispiel in Abbildung 66 veranschaulichen.  
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Unter einem lokalen Hangwinkel 𝛼 ist die Rückstellkraft gegeben durch: 

�⃗�(𝑡) = 𝑚�⃗� 𝑐𝑜𝑠𝛼(𝑡) 

Da die Kugel rollt, ist die kinetische Energie durch Translations- und Rotationsenergie gegeben durch: 

𝑊𝑘𝑖𝑛 =  
1

2
𝑚𝑣(𝑡)2 +  

1

2
 𝐽 𝜔(𝑡)2 

Die potenzielle Energie beträgt: 

𝑊𝑝𝑜𝑡 =  𝑚𝑔ℎ(𝑡) 

Lässt man die Kugel in einer bestimmten Starthöhe los, so existiert durch die Gravitationskraft eine 

Rückstellkraft �⃗�, die dafür sorgt, dass potenzielle Energie in kinetische Energie umgewandelt wird. 

Sobald sie den tiefsten Punkt der Kontur passiert hat, wirkt wiederum dieselbe rücktreibende Kraft, 

wobei dieses Mal die kinetische Energie kontinuierlich in potenzielle Energie umgewandelt wird. Es 

lässt sich leicht beobachten, dass sich in dieser Abfolge eine Schwingung um die Gleichgewichtslage 

des Systems am tiefsten Punkt der Kontur ergibt.  

 

Abbildung 66: Rollende Kugel in einer Vertiefung 

Die Zeitdauer zwischen zwei identischen Zuständen des Systems 𝑇 bezeichnet die Schwingungsdauer 

und die Frequenz 𝑓 ist definiert durch die Anzahl der Zyklen pro Zeiteinheit.  

𝑓 =
1

𝑇
 

Die Frequenz hat die Einheit [1/𝑠] = [𝐻𝑧]. Sie wurde zu Ehren der experimentellen Erzeugung und des 

Nachweises von elektromagnetischen Wellen nach Heinrich Hertz benannt. Gängig ist auch die 

Übersetzung zwischen Kreisfrequenz 𝜔 und Frequenz 𝑓 gemäß: 

𝜔 = 2𝜋𝑓 =
2𝜋

𝑇
 

In der Mechanik wird üblicherweise ein solch träger Körper betrachtet, der sich an einem Minimum 

der potenziellen Energie (Ruhelage) befindet und durch Auslenkung aus der Ruhelage in Schwingungen 

versetzt wird. Im Folgenden sollen hierzu einige klassische Beispiele von schwingungsfähigen Systemen 

behandelt werden, da diese in der Physik häufig als Modellsysteme zur Beschreibung vollkommen 

anderer Phänomene15 verwendet werden. 

 
15 Man wird z.B. in Kapitel 0 sehen, dass Temperatur im Wesentlichen eine Schwingung der Atome darstellt. 

𝑊𝑝𝑜𝑡,𝑚𝑎𝑥
𝛼ℎ 

�⃗�𝑔
𝑊𝑘𝑖𝑛,𝑚𝑎𝑥

�⃗�
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2.7.2 Dynamik schwingender Körper 

Das einfachste schwingungsfähige System ist ein sogenannter harmonischer Oszillator. Auf diesen, 

sowie die damit in Verbindung stehenden Phänomene soll in diesem Abschnitt eingegangen werden. 

2.7.2.1 Freier harmonischer Oszillator 

Zur Veranschaulichung eines ungedämpften harmonischen Oszillators sollen freie Schwingungen 

betrachtet werden, d.h. es wirkt keine Reibung und keine zeitabhängige Kraft auf das System ein. Dies 

soll anhand des Modellsystems einer Feder mit einer Masse im Gravitationsfeld der Erde (s. Abbildung 

67) veranschaulicht werden. Was passiert, wenn nach einer Auslenkung 𝑧 die Kraft �⃗�𝑧  abgeschaltet 

wird (z.B. wenn die Masse mit der Hand ausgelenkt und dann losgelassen wird)? 

Die Feder bewirkt eine rückstellende Kraft �⃗�𝐹 , die für hinreichend kleine Auslenkungen linear mit der 

Auslenkung ansteigt16 . Dann wächst die potenzielle Energie quadratisch mit der Auslenkung. Ein 

schwingfähiges System mit einer solchen Charakteristik nennt man einen harmonischen Oszillator. Die 

Proportionalitätskonstante 𝑘 zwischen Kraft und Auslenkung wurde bereits in Abschnitt 2.4.1.3 als 

Federkonstante eingeführt.  

 

Abbildung 67: Masse an einer Feder ohne äußere Kräfte 

Es wirkt die Rückstellkraft �⃗�𝐹 und nach dem 2. Newtonschen Axiom gilt: 

𝑚�̈� + 𝑘𝑧 = 0  ⇒   𝑧 ̈ = − 
𝑘

𝑚
 𝑧 

Diese Gleichung verknüpft die (zweite) zeitliche Ableitung von 𝑧 mit 𝑧. Gleichungen, die Ableitungen 

unterschiedlicher Ordnung einer Größe miteinander verknüpfen, nennt man Differentialgleichungen 

(DGL). 

Die Bewegungsgleichung soll nun ein wenig ausführlicher besprochen werden, ausgehend von der 

DGL: 

�̈� +
𝑘

𝑚
 𝑧 = 0 

Als Lösung dieser DGL nutzt man eine Sinus- oder Cosinusfunktion. Welche dieser Funktionen das 

physikalische Problem beschreibt, hängt von den Anfangsbedingungen ab.  

 
16 Für große Auslenkungen kann es zu Abweichungen von der Linearität kommen! 

𝑧 

𝐹𝑧

𝐹𝐹 = 𝑘(𝑧0 − 𝑧)

𝑧

𝑧𝑜
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Es soll der Lösungsansatz 

𝑧(𝑡) = 𝑧0sin (𝜔𝑜𝑡 + 𝜑0) 

betrachtet werden. Es ist bekannt, dass eine Sinusfunktion eine Lösung der hier betrachteten DGL ist. 

Ist für den Beobachtungsbeginn (𝑡 = 0) die Auslenkung Null, so ist der Phasenwinkel 𝜑0 auch gleich 

Null. Gibt es zur Zeit 𝑡 = 0 eine endliche Auslenkung ist 𝜑0 ≠ 0. Der Phasenwinkel 𝜑0 ist also durch 

den Anfangszustand des Oszillators bestimmt. Ist die Auslenkung des Oszillators für 𝑡 = 0 maximal, so 

gilt offensichtlich 𝜑0 =
𝜋

2
. Es gilt aber  

sin (𝜔𝑜𝑡 +
𝜋

2
) = cos (𝜔0𝑡) 

Ob man eine Sinus- oder Cosinusfunktion zur Beschreibung des harmonischen Oszillators verwendet, 

hängt also von der Anfangsbedingung des Systems ab. 

Bei der vorliegenden Situation kann man eine Lösung also ansetzen als: 

𝑧 = 𝑧𝑚𝑎𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡  

Bildet man die zweite zeitliche Ableitung, so ergibt sich: 

�̈� = −𝑧𝑚𝑎𝑥 𝜔2 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡 = −
𝑘

𝑚
 𝑧 

Dabei ergibt sich 𝜔 zu: 

𝜔 = √
𝑘

𝑚
 

Die Masse 𝑚 oszilliert mit einer Frequenz, die durch die Federkonstante und die Masse gegeben ist.  

Im Folgenden sollen nun noch zwei weitere wichtige Beispiele von schwingfähigen Systemen 

betrachtet werden. 

Beispiel – Das Fadenpendel: 

Eine Masse 𝑚 ist am Ende eines masselosen Fadens der Länge 𝑙 befestigt, dessen anderes Ende an 

einem Haltepunkt 𝐻 befestigt ist (s. Abbildung 68).  

Die Rückstellkraft 𝐹𝑅 bei Auslenkung des Pendels um den Winkel 𝜙 ist: 

𝐹𝑅 = −𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜙 

Unter der Annahme, dass die Auslenkung nur um hinreichend kleine Winkel 𝜙 erfolgt17, kann man 

schreiben: 

𝐹𝑅 ≈ −𝑚𝑔 𝜙 

Die resultierende Bewegungsgleichung lautet: 

 
17 sin𝜙 ≈ 𝜙 
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𝑚
𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
= 𝑚

𝑑2(𝑙𝜙)

𝑑𝑡2
= 𝑚 𝑙

𝑑2(𝜙)

𝑑𝑡2
= 𝑚 𝑙 �̈� = 𝐹𝑅 

Mit der Näherung 𝑠 ≈ 𝑙 𝜙 für sehr kleine 𝜙 folgt: 

−𝑚 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜙 ≈ −𝑚 𝑔 𝑙 𝜙 = 𝑚 𝑙 �̈� 

Oder 

�̈� +
𝑔

𝑙
𝜙 = 0 

Eine Lösung dieser Differentialgleichung ist der Ansatz: 

𝜙(𝑡) = 𝜙0cos (𝜔0𝑡 + 𝜙0) 

Dabei ist: 

𝜔0 = √
𝑔

𝑙
 

 

Abbildung 68: Ein Fadenpendel im Gravitationsfeld 

Die Frequenz der Schwingung des Fadenpendels hängt von der Erdbeschleunigung und der Länge des 

Fadens ab. Durch Messung von 𝜔0 kann 𝑔 bestimmt werden. Durch Änderung der Fadenlänge kann 

𝜔0 beeinflusst werden. Dies wurde als Metronom bei einer Pendeluhr verwendet und konnte durch 

Feinjustage der Fadenlänge zur Präzisionssteigerung verwendet werden.  

Die Masse 𝑚 führt bei der Schwingung eine Drehbewegung um den Haltepunkt 𝐻 aus. Deshalb kann 

auch ein anderer Lösungsweg verfolgt werden, welcher sich aus dem wirkenden Drehmoment ergibt. 

Man betrachtet das Drehmoment (Rückstellmoment) �⃗⃗⃗�𝑅 , dass durch Wirkung der Schwerkraft bei 

Auslenkung auf die Masse 𝑚 entsteht: 
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�⃗⃗⃗�𝑅 = 𝑙 × 𝑚�⃗� 

Oder in skalarer Schreibweise: 

𝑀𝑅 = −𝑙 𝑚 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜙 ≈ −𝑙 𝑚 𝑔 𝜙 

Hier wurde wieder die Näherung für kleine Winkel 𝜙 benutzt. 

Aus der Behandlung des starren Körpers ist die Beziehung zwischen Drehmoment 𝑀  und Winkel-

beschleunigung �̈�: 

𝑀 = 𝐽 �̈� = 𝑚 𝑙2�̈� = 𝑀𝑅 

Daraus folgt: 

−𝑙 𝑚 𝑔 𝜙 = 𝑚 𝑙2�̈� 

Oder: 

�̈� +
𝑔

𝑙
𝜙 = 0 

Es ergibt sich die gleiche Differentialgleichung wie im anderen Ansatz und natürlich auch die gleiche 

Lösung.  

 

Beispiel - Das Physikalische Pendel: 

Ein physikalisches Pendel besteht aus einem starren Körper, der um einen beliebigen Haltepunkt 

pendelt. Der Abstand des Haltepunkts 𝐻 zum Schwerpunkt sei ℎ (s. Abbildung 69). Es wird der zweite 

Lösungsweg des Fadenpendels angesetzt, da dies für diesen starren schwingenden Körper den 

einfacheren Zugang bietet. 

 

Abbildung 69: Starrer Körper an einem Haltepunkt im Gravitationsfeld 

Das Drehmoment ergibt sich zu: 

�⃗⃗⃗�𝑅 = ℎ⃗⃗ × 𝑚 �⃗� 
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Und in skalarer Form: 

|�⃗⃗⃗�𝑅| = −ℎ 𝑚 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜙 

Für kleine Winkel 𝜑 kann man wieder schreiben: 

|�⃗⃗⃗�𝑅| = −ℎ 𝑚 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜙 = −ℎ 𝑚 𝑔 𝜙 = 𝐽 �̈� 

Es ergibt sich: 

�̈� +
𝑚 𝑔 ℎ

𝐽
𝜙 = 0 

Eine Lösung für diese Differentialgleichung lautet wiederum: 

𝜙(𝑡) = 𝜙0cos (𝜔0𝑡 + 𝜙0) 

Mit der Frequenz: 

𝜔0 = √
𝑚 𝑔 ℎ

𝐽
 

Das Trägheitsmoment 𝐽 um den Haltepunkt lässt sich mit Hilfe des Steinerschen Satzes umformen zu  

𝐽 = 𝐽𝑆𝑃 +𝑚 ℎ2 

Mit dem Trägheitsmoment 𝐽𝑆𝑃 bezüglich des Schwerpunkts und der Gesamtmasse des starren Körpers 

𝑚. Damit hängt die Schwingungsfrequenz um einen beliebigen Haltepunkt des starren Körpers allein 

von seinem Abstand zum Schwerpunkt ab. 

𝜔0
2 =  

𝑚 𝑔 ℎ

𝐽𝑆𝑃 +𝑚 ℎ2
 

2.7.2.2 Gekoppelte Oszillatoren 

Die bisher betrachteten Fälle stellen vergleichsweise einfache schwingende Systeme dar, die im 

Wesentlichen nur durch eine Frequenz und eine Rückstellkraft charakterisiert sind. Naturgemäß sind 

solche einfachen Modellvorstellungen nicht ausreichend, um komplexere Systeme abzubilden. Eine 

natürliche Erweiterung der Modelle aus dem vorherigen Abschnitt ist die Kopplung schwingfähiger 

Systeme.  Hierzu sollen im Folgenden gekoppelte Federn mit einer daran befestigten Masse untersucht 

werden.  

Zuerst soll eine Parallelkopplung zweier Federn betrachtet werden. Der Einfachheit halber betrachtet 

man wieder nur den 1-dimensionalen Fall wie in Abbildung 70 gezeigt. 
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Abbildung 70: Masse an einer Parallelkopplung zweier Federn ohne äußere Kräfte 

Die gesamte Rückstellkraft 𝐹𝑅 ist gegeben durch 

𝐹𝑅 = −𝑘1 𝑧 − 𝑘2 𝑧 = −(𝑘1 + 𝑘2) 𝑧 

d.h. das System von zwei parallelen Federn wirkt wie eine Feder mit der Federkonstante: 

𝑘𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 𝑘1 + 𝑘2 

Für 𝑁 parallel gekoppelte Federn gilt dann: 

𝑘𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =∑𝑘𝑖

𝑁

𝑖=1

 

Ein System aus parallelen Federn verhält sich so, wie ein System aus einer Feder mit einer effektiven 

Federkonstante, die aus der Summe der Einzelfedern gegeben ist. 

Als nächstes sollen zwei Federn in Serienkopplung in einem 1-dimensionalen Fall betrachtet werden, 

wie in Abbildung 71 gezeigt. 

 

Abbildung 71: Masse an einer Serienkopplung zweier Federn ohne äußere Kräfte 

 

𝑧 

𝐹𝑧

𝑧

𝑧𝑜

𝑘1 𝑘2

𝑧 

𝐹𝑧

𝑧

𝑧𝑜

𝑘1

𝑘2
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Werden die Federn ausgelenkt, so ergibt sich die Gesamtauslenkung 𝑧𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 aus der Summe der 

Einzelauslenkungen der beiden Federn: 

𝑧𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 𝑧1 + 𝑧2 

Auf beide Federn wirkt die gleiche Kraft 𝐹𝑧, also gilt: 

𝑧1 = −
𝐹𝑧

𝑘1
     und     𝑧2 = −

𝐹𝑧

𝑘2
 

und damit: 

𝑧𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = −
𝐹𝑧
𝑘1
−
𝐹𝑧
𝑘2
= −[

1

𝑘1
+
1

𝑘2
] 𝐹𝑧 = −

𝐹𝑧
𝑘𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡

 

Ein System aus seriellen Federn verhält sich so, wie ein System aus einer Feder mit einer effektiven 

Federkonstante. Das Inverse dieser Federkonstanten ergibt sich aus der Summe der Inversen der 

einzelnen Federkonstanten. Für 𝑁 Federn in Serie ergibt sich somit: 

1

𝑘𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡
=∑

1

𝑘𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 

Man kann diese Herangehensweise auch auf eine Kombination von Parallel- und Serienkopplungen 

von Federn erweitern. Hier soll beispielhaft die Kombination Parallel- mit Serienkopplung von drei 

Federn behandelt werden. Die Abbildung 72 zeigt diese Situation. 

 

Abbildung 72: Masse an einer Serien- und Parallelkopplung dreier Federn ohne äußere Kräfte 

Die Federn mit den Federkonstanten 𝑘1 und 𝑘2 sind parallel, die Feder mit der Federkonstante  𝑘3 ist 

dazu in Serie angebracht. Es ergibt sich: 

1

𝑘𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡
=

1

𝑘1 + 𝑘2
+  

1

𝑘3
 

Oder auch: 

𝑘𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =
(𝑘1 + 𝑘2) 𝑘3
𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

 

𝑧 

𝐹𝑧

𝑧

𝑧𝑜

𝑘3

𝑘1 𝑘2
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Die Gleichungen für die Schwingungsdauer und Schwingungsfrequenz bleiben identisch, wenn als 

Federkonstante des Gesamtsystems die hier gewonnenen effektiven Federkonstanten verwendet 

werden. 

2.7.2.3 Dämpfung  

Bisher wurden nur schwingende Systeme betrachtet, welche frei von Kräften (außer der Rückstellkraft) 

sind. Um diese Situation weiter zu verallgemeinern, sollen zunächst auftretende innere Kräfte 

berücksichtigt werden, während im Abschnitt 2.7.2.3 noch auf äußere Kräfte eingegangen wird.  

Selbst an den bereits behandelten Beispielen ist aus alltäglicher Erfahrung bekannt, dass sich die 

Schwingung nicht für unendlich lange Zeiten fortsetzt, sondern allmählich in ihrer Intensität abnimmt 

und zur Ruhe kommt. Ursächlich dafür sind (Energie-)Wandlungsverluste, die in jeder Periode 

auftreten und damit dem System Energie für die Aufrechterhaltung der Schwingung „entziehen“. 

Eine solche gedämpfte Schwingung ist in Abbildung 73 gezeigt. Dies entspricht der messbaren 

Auslenkung 𝑧 des Feder-Masse Systems aus Abbildung 67, wenn kontinuierlich ein Teil der Energie (z.B. 

über Reibungsverluste) verloren geht. 

 

Abbildung 73: Darstellung einer gedämpften Schwingung 

Mathematisch lässt sich die Auslenkung dann wie folgt schreiben: 

𝑧 = 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑒
−𝛿𝑇 sin(𝜔𝑑𝑡 + 𝜙0)   

Dies stellt ein Produkt aus der bereits bekannten Schwingung in Form einer Cosinusfunktion mit einer 

Exponentialfunktion dar. Die Kreisfrequenz 𝜔𝑑  ist die Frequenz des gedämpften harmonischen 

Oszillators, welche sich bei ansonsten unveränderten Bedingungen von der Frequenz 𝜔  des 

ungedämpften harmonischen Oszillators unterscheidet.  

Der Exponent 𝛿 ist der Abklingkoeffizient, sein Kehrwert stellt die Abklingzeit   dar: 

𝛿 =
1

 
 

Die Abklingzeit besitzt erwartungsgemäß die Einheit [𝑠]. Nach der charakteristischen Zeit   besitzt 

die ursprüngliche Auslenkung nur noch den Wert 𝑧𝑚𝑎𝑥/𝑒.  

Betrachtet man die Dynamik in diesem System etwas genauer, so kann man zunächst die 

Geschwindigkeit durch Ableitung der Auslenkung berechnen zu: 

 

𝑧 

𝑡 
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�̇� = −𝛿𝑧 + 𝑧𝑚𝑎𝑥𝑒
−𝛿𝑡𝜔𝑑cos (𝜔𝑑𝑡 + 𝜙0) 

Daraus erhält man durch weitere Ableitung die Beschleunigung: 

�̈� = −𝛿�̇� − 𝛿(𝑧 + 𝛿𝑧) − 𝜔𝑑
2𝑧 = −2𝛿�̇� − (𝛿2 +𝜔𝑑

2)𝑧 

Nach Multiplikation mit der Masse 𝑚 erhält man die Bewegungsgleichung: 

𝑚�̈� = −2𝑚𝛿�̇� − 𝑚(𝛿2 +𝜔𝑑
2)𝑧 

Diese DGL enthält offensichtlich zwei verschiedene Kräfte.  

Der erste Term der DGL beschreibt den Einfluss der Dämpfung. Diese ist proportional zur aktuellen 

Geschwindigkeit der Masse �̇� und entspricht einer Reibungskraft, wie sie z.B. bei der Bewegung in 

viskosen Medien auftritt. 

Im zweiten Term der DGL tritt die bekannte Kraft auf, welche proportional zur Auslenkung ist und wie 

beim ungedämpften harmonischen Oszillator als Rückstellkraft 𝐹𝐹 zu verstehen ist. Daraus resultiert, 

dass der Ausdruck 𝑚(𝛿2 + 𝜔𝑑
2) mit der Federkonstante 𝑘 gleichzusetzen ist, woraus resultiert: 

𝜔𝑑 = √
𝑘

𝑚
− 𝛿2 = √𝜔0

2 − 𝛿2 

Die Kreisfrequenz des gedämpften harmonischen Oszillators ist folglich immer geringer als die 

Kreisfrequenz des ungedämpften harmonischen Oszillators. 

2.7.2.4 Erzwungene Schwingungen 

Als nächstes soll der Fall behandelt werden, dass der harmonische Oszillator zusätzlich einer äußeren 

Kraft ausgesetzt ist, welche das System beeinflusst. Der Einfachheit halber kann man sich diese in Form 

einer äußeren Anregung vorstellen, was zu sogenannten erzwungenen Schwingungen führt, da die 

äußere Kraft versucht, den schwingenden Körper in seine Anregungsfrequenz zu „zwingen“. 

Tatsächlich überlagern sich die äußere Anregung und die inneren Kräfte, so dass man mit Hilfe des 

Superpositionsprinzips die Situation gut als Kräftegleichgewicht ansetzen kann. Dazu definiert man 

eine oszillierende Kraft 𝐹𝑒 mit einer Kreisfrequenz 𝜔𝑒 als: 

𝐹𝑒 = 𝐹𝑒,𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑒𝑡) 

Diese wirkt entgegen der Kräfte im gedämpften harmonischen Oszillator wie folgt: 

𝑚�̈� + 2𝑚𝛿�̇� + 𝑚(𝛿2 +𝜔𝑑
2)𝑧 = 𝐹𝑒,𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑒𝑡) 

Nun kann man folgende Überlegungen anstellen. Für eine vernachlässigbare Kraft 𝐹𝑒,𝑚𝑎𝑥 = 0 muss 

sich der Fall der Lösung des gedämpften harmonischen Oszillators annähern, d.h. es verbleibt ein 

Sinusverlauf wie in Abbildung 73. Wartet man hingegen lange genug, so übernimmt der Oszillator die 

äußere Anregungsfrequenz und man landet im stationären Fall, so dass die Auslenkung folglich als 

sinusförmiger Verlauf beschrieben werden kann als: 

𝑧 = 𝑧𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑒𝑡 + 𝜙0)  

Dies lässt sich nun in die Bewegungsgleichung einsetzen und man erhält: 

−𝑚𝜔𝑒
2𝑧𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑒𝑡 + 𝜙0) + 2𝑚𝛿𝜔𝑒 𝑧𝑚𝑎𝑥 cos(𝜔𝑒𝑡 + 𝜙0) + 𝑚(𝛿

2 +𝜔𝑑
2)𝑧𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑒𝑡 + 𝜙0)

= 𝐹𝑒,𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑒𝑡) 
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Der erste Term stellt hierbei die Trägheitskraft des Systems dar, der zweite Term die Dämpfungskraft 

und der dritte Term die Rückstellkraft. 

Daraus ergeben sich drei Kernüberlegungen, die für angeregte schwingfähige Systeme von großer 

Bedeutung sind: 

1. Bei kleinen Erregerfrequenzen dominiert die Rückstellkraft, d.h. das System verhält sich wie 

ein gedämpfter harmonischer Oszillator und kann der äußeren Anregung gut folgen. 

2. Bei großen Erregerfrequenzen dominiert die Trägheitskraft, d.h. das System kann der äußeren 

Vorgabe aufgrund seiner (Massen-)trägheit nicht mehr folgen. 

3. Dazwischen gibt es eine ausgezeichnete Frequenz 𝜔𝑒 = 𝜔, bei der sich das System besonders 

gut anregen lässt. In diesem Fall heben sich Trägheitskraft und Rückstellkraft gegenseitig auf 

und es verbleibt nur die Dämpfungskraft. 

Darüber hinaus kann man experimentell gut beobachten, dass es noch eine weitere ausgezeichnete 

Anregungsfrequenz gibt. Diese Frequenz entspricht der „natürlichen“ Frequenz des Systems und stellt 

die sogenannte Resonanzfrequenz 𝜔𝑟 dar. Der Oszillator fungiert dann als Resonator und der 

Energieübertrag von der Anregung zum Oszillator wird dabei maximiert. Dies entspricht der 

Bedingung: 

𝜔𝑟 = √𝜔
2 − 2𝛿2 

Diese Art Resonanz ist für technische Systeme in vielen Fällen bedeutsam, da diese z.B. aufgrund von 

geometrischen Abmessungen als unerwünschte Vibrationen spür- oder hörbar werden. Ebenfalls kann 

es bei besonders hohen Anregungen sogar dazu kommen, dass sich die Strukturen sogar mechanisch 

selbst gefährden, was z.B. bei schwingenden Bauwerken immer wieder zu beobachten ist. 

2.7.3 Wellen 

Wie bereits zu Beginn des Abschnittes erläutert, kann man eine Schwingung von einer Welle dadurch 

unterscheiden, wie sich deren zeitlicher und räumlicher Zustand verhält. Genauer lässt sich dies 

definieren als: 

Eine Welle ist die einsinnige örtliche Verlagerung eines bestimmten Zustandes in einem Kontinuum. 

Der Begriff einsinnig meint dabei, dass sich eine lokale Störung des Gleichgewichts, wie z.B. eine 

Schwingung von der Quelle nur in einer Richtung (nämlich weg von der Quelle) bewegt. In der örtlichen 

Verlagerung stecken sowohl die räumliche als auch zeitliche Komponente.  

Anschaulich wird diese abstrakte Fassung des Wellenbegriffs durch einen Stein, der ins Wasser 

geworfen wird. Als Folge dessen bewegen sich vom Ort der Störung Wellen im Wasser aus. Diese 

werden zwar in der Realität möglicherweise durch Reflektionen an anderen Objekten wieder zurück 

geworfen, würden sich aber in einem unendlich großen See immer weiter von dem Einschlagpunkt 

weg bewegen. 

Für die hier betrachteten Wellen in Gasen, Flüssigkeiten oder Festkörpern ist auch der Begriff 

(Ausbreitungs-)Medium zutreffend. Allerdings gibt es auch andere Wellenformen, z.B. 

elektromagnetische Wellen im Vakuum, so dass generell hinreichend ist, wenn die lokale Störung sich 

in einem Kontinuum ausbreiten kann. 
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2.7.3.1 Wellenausbreitung 

Ein anschauliches Beispiel für eine Welle lässt sich auch mit Hilfe eines Seils erreichen. Hierzu spannt 

man ein Seil an einem Fixpunkt ein und regt es am anderen Ende mit einer Kraft in vertikaler Richtung 

an (s. Abbildung 74). Als Folge der angelegten Kraft kommt es zu einer Auslenkung des Seils, welche 

sich in Abbildung 74 von links nach rechts fortbewegt.  

 

Abbildung 74: Schematische Darstellung einer Seilwelle zu vier unterschiedlichen Zeitpunkten 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3 < 𝑡4 

Hierbei handelt es sich zudem um den Spezialfall einer harmonischen Welle, welcher einer 

sinusförmigen Zeitabhängigkeit der Wellenbewegung entspricht. Denkt man sich das Seil 

zusammengesetzt aus einzelnen Masseelementen, welche entlang der 𝑥-Achse angeordnet sind, so 

kann man für die Anregung des ersten Masseelements schreiben: 

𝜉1 = 𝜉𝑚𝑎𝑥 sin𝜔𝑡 

Für das zweite Masseelement lässt sich analog schreiben: 

𝜉2 = 𝜉𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔(𝑡 − 𝑡
′)) 

Zwischen den beiden Anregungen ist also eine charakteristische Zeitspanne verstrichen. Unterteilt 

man das Seil zudem in gleiche Masseelemente, so kann man auch die Anregung des 𝑁-ten Elements 

direkt schreiben als: 

𝜉𝑁 = 𝜉𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔(𝑡 − 𝑁𝑡
′)) 

Die Zeitdauer 𝑁𝑡′ entspricht daher der Zeit, die ein Schwingungszustand braucht, um eine gewisse 

Strecke entlang des Seils 𝑥𝑁  zurück zu legen. Die damit verbundene Geschwindigkeit wird als 

Phasengeschwindigkeit 𝑐𝑃 bezeichnet: 

𝜉
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𝑐𝑃 =
𝑥𝑁
𝑁𝑡′

 

Die Phasengeschwindigkeit einer harmonischen Welle ist die Geschwindigkeit, mit der sich ein 

bestimmter Schwingungszustand im Raum ausbreitet. 

Verallgemeinert kann man die Wellenbewegung für die Seilwelle also schreiben als: 

𝜉 = 𝜉𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔(𝑡 − 𝑥/𝑐𝑃 )) 

Alternativ lässt sich dies schreiben als: 

𝜉 = 𝜉𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡 − 𝜅𝑥 ) 

Wobei die Größe 𝜅 als Kreiswellenzahl bezeichnet wird: 

𝑘 =
𝜔

𝑐𝑃
 

Diese besitzt die Einheit [1/𝑚] und stellt die für die Wellenmechanik wichtige Verbindung zwischen 

Kreisfrequenz und Phasengeschwindigkeit her. Diese steht in festem Bezug zu einer geometrischen 

Größe, der sogenannten Wellenlänge 𝜆: 

𝜆 =
2𝜋

𝜅
=
2𝜋𝑐𝑃
𝜔

 

Diese besitzt die Einheit [𝑚] und stellt letztlich den universellen Zusammenhang zwischen Frequenz, 

Wellenlänge und Phasengeschwindigkeit einer harmonischen Welle her: 

𝜆𝑓 = 𝑐𝑃 

2.7.3.2 Überlagerung von Wellen 

Die harmonische Welle ist ebenso wie eine harmonische Schwingung eine eher theoretische 

Angelegenheit. Dies folgt schon aus der unrealistischen Forderungen nach zeitlicher und räumlicher 

Unendlichkeit des betrachteten Kontinuums. Eine beliebige (nichtharmonische) Schwingung lässt sich 

auch durch Überlagerung von harmonischen Schwingungen generieren. Ähnlich wie bei den Kräften 

im Abschnitt 2.1.3.1 folgt diese Überlagerung einzelner Schwingungen dem Superpositionsprinzip. Dies 

gilt allerdings nur solange sich das entsprechende Medium linear verhält. Für die mechanischen 

Wellen, die hier betrachtet werden sollen, müssen diese daher dem Hookeschen Gesetz folgen. Eine 

kurzzeitige Anregung, z.B. eine impulsförmige Anregung in einem Medium, hat zur Folge, dass die 

Welle als Wellenpaket oder Wellengruppe propagiert (s. Abbildung 75). 

Die Bewegung eines solchen Wellenpakets erfolgt mit der Phasengeschwindigkeit 𝑐𝑃. Ist die Zeitdauer 

des Impulses 𝑡𝑒, so ist die Länge des Pakets: 

𝑙 = 𝑐𝑃𝑡𝑒 
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Abbildung 75: Darstellung eines propagierenden Wellenpaketes in Raum und Zeit  

Die Voraussetzung, dass alle Teilwellen eines Wellenpakets dieselbe Phasengeschwindigkeit besitzen, 

ist keinesfalls immer gegeben. Die Ursache dafür ist die sogenannte Dispersion. Darunter versteht man 

die Abhängigkeit der Phasengeschwindigkeit einer harmonischen Welle von der Frequenz18.  

Eine Auswirkung der Dispersion ist der Umstand, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit der 

Wellengruppe nicht mehr durch die Phasengeschwindigkeit allein gegeben ist. Stattdessen breitet sich 

jede Teilwelle mit ihrer eigenen Phasengeschwindigkeit aus. Dies führt bei der Propagation zu einem 

Auseinanderlaufen des Wellenpaketes (s. Abbildung 76). 

 

Abbildung 76: Darstellung eines propagierenden Wellenpaketes mit Dispersion zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten 

Die Dispersion lässt sich gut am Beispiel einer Welle erläutern die aus zwei harmonischen Wellen 

unterschiedlicher Frequenz, aber gleicher Amplitude aufgebaut ist. Für die Wellenfunktion einer 

solchen Welle gilt: 

𝜉 = 𝜉𝑚𝑎𝑥(sin(𝜔1𝑡 − 𝜅1𝑥) + sin(𝜔2𝑡 − 𝜅2𝑥)) 

 
18 Ursprünglich stammt der Begriff Dispersion von der räumlichen Zerlegung von weißem Licht in seine 
spektralen Anteile mit Hilfe der optischen Brechung. 
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𝜔1  und 𝜔2  sind die beiden Kreisfrequenzen der harmonischen Wellen und  𝜅1  und 𝜅2  die 

korrespondierenden Kreiswellenzahlen. Dies lässt sich umformen zu: 

  

𝜉 = 2𝜉𝑚𝑎𝑥 cos (
Δ𝜔

2
𝑡 −

Δ𝜅

2
𝑥) sin(𝜔𝑚𝑡 − 𝜅𝑚𝑥) 

𝜔𝑚  und 𝜅𝑚  sind die arithmetischen Mittelwerte der beiden Teilwellen, Δ𝜔  und Δ𝜅  die jeweiligen 

Differenzen der beiden Teilwellen. Gilt zudem |Δ𝜔| ≪ 𝜔𝑚, so liegt eine Schwebung vor (s. Abbildung 

77). Für diesen Fall beschreibt die Auslenkungsfunktion den Verlauf einer modulierten Trägerwelle. 

Die Trägerwelle wird durch die Sinusfunktion, die Modulation durch die Kosinusfunktion dargestellt. 

Wie in Abbildung 77 dargestellt, erweist sich die Schwebung als periodische Abfolge von 

Wellengruppen. 

 

Abbildung 77: Darstellung einer Schwebung als periodische Abfolge von Wellenpakten zur Definition der 

Gruppengeschwindigkeit 

Bringt man die Phasenwinkel der beiden Funktionen auf die Form zweier harmonischer Wellen, so 

lautet die Gesamtwellenfunktion: 

𝜉 = 2𝜉𝑚𝑎𝑥 cos(
Δ𝜔

2
(𝑡 −

x

𝑐𝐺
)) sin(𝜔𝑚 (𝑡 −

𝑥

𝑐𝑃
)) 

Hierzu nutzt man die Substitution: 

𝑐𝑃 =
𝜔𝑚

𝜅𝑚
  und  𝑐𝐺 =

Δ𝜔

Δ𝜅
 

Damit wird die sogenannte Gruppengeschwindigkeit 𝑐𝐺  eingeführt, welche im Unterschied zur 

Phasengeschwindigkeit das Propagationsverhalten der Wellengruppe als ganzes beschreibt (s. 

Abbildung 77). Der Spezialfall einer Wellenausbreitung ohne Dispersion lässt sich dann mathematisch 

simpel formulieren als: 

𝑐𝑃 = 𝑐𝐺  

Im Allgemeinen sind die beiden Geschwindigkeiten jedoch unterschiedlich, was bei der 

Wellenbeschreibung in verschiedensten Bereichen der Physik (Mechanik, Akustik, Optik, 

Elektrodynamik, …) eine wichtige Rolle spielt. 

2.7.4 Schallwellen  

Da andere Wellenformen im Zuge der Vorlesung Technische Physik 2 behandelt werden, soll in diesem 

Abschnitt noch ein Spezialfall der mechanischen Wellen betrachtet werden. Mit Schallwellen werden 

mechanische Schwingungen und Wellen in elastisch deformierbaren Medien bezeichnet. Mit diesem 

Teilgebiet der Mechanik befasst sich die Disziplin der Akustik. Für gasförmige Medien spricht man 

hierzu von Luftschall, für flüssige Medien auch von Flüssigkeitsschall und für feste Körper von 

Körperschall. Speziell der letzte Begriff wird für die Wellen in ausgedehnten Strukturen wie 

𝜉

𝑥 

𝑙 = 𝑐𝐺𝑡𝐺
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Maschinenbauteilen oder Konstruktionen angewendet. Im Falle von gasförmigen Medien bezeichnet 

man den Raum, der von Schallwellen erfasst wird, auch als Schallfeld.  

In Flüssigkeiten und Gasen können sich Schallwellen nur longitudinal, in Festkörpern dagegen auch 

transversal zur Ausbreitungsrichtung ausbreiten. Speziell bei geometrisch eingeschränkten Medien, 

z.B. dünnen Platten oder Stäben sind auch sogenannte geführte Wellen möglich.  

Die Klassifizierung von Schallwellen erfolgt anhand der Schwingungsfrequenz. Es hat sich folgende 

Gliederung von niedrigen Frequenzen nach hohen Frequenzen etabliert:  

• Als Infraschall bezeichnet man Schallwellen mit Frequenzen zwischen 0 𝐻𝑧 und 16 𝐻𝑧. Dies 

sind z.B. Gebäudeschwingungen oder Verkehrserschütterungen. 

• Der Hörschall liegt im Bereich zwischen 16 𝐻𝑧 und 20 𝑘𝐻𝑧, was dem Bereich entspricht den 

unser menschliches Sinnesorgan, das Ohr, wahrnehmen kann.  

• Oberhalb beginnt der Ultraschall, welcher den Frequenzbereich von 20 𝑘𝐻𝑧 bis etwa 1 𝐺𝐻𝑧 

umfasst. Dieser wird unter anderem in der medizinischen Diagnostik und für technische 

Anwendungen zur Inspektion von Bauteilen genutzt.  

• Für Frequenzen oberhalb von 1 𝐺𝐻𝑧 hat sich der Begriff Hyperschall etabliert. Das 

physikalische Limit mechanischer Schwingungen in Form von Schallwellen liegt in der Nähe 

von 10 𝑇𝐻𝑧, was der Schwingung einzelner Atome gegeneinander entspricht.  

Zur Kennzeichnung von Schallwellen verwendet man die üblichen bereits eingeführten Größen, 

zusätzlich werden aber verschiedene weitere Größen benötigt, um die Besonderheiten von 

Schallwellen besser zu beschreiben. 

2.7.4.1 Schallausschlag und Schallschnelle 

Die Auslenkung einer Schallwelle, auch als Schallausschlag bezeichnet, spielt als Messgröße in der 

Praxis eine untergeordnete Rolle da sie eine sehr kleine Amplitude besitzt. Selbst im empfindlichsten 

Bereich bei einer Frequenz von 1000 Hz kann das menschliche Ohr zwar noch eine Auslenkung von 

10−10𝑚  wahrnehmen. Aber selbst sehr laute Geräusche erzeugen nur Schallausschläge in der 

Größenordnung von 10−6𝑚.  

Eine weitaus wichtigere Rolle spielt hingegen die Schwinggeschwindigkeit von Teilchen, die auch als 

Schallschnelle bezeichnet wird. Diese ist eine Teilchengeschwindigkeit, die zusätzlich mit der 

thermischen Bewegung überlagert ist, und hat nichts mit der Phasengeschwindigkeit von Schallwellen 

zu tun. Diese Unterscheidung folgt der vorher eingeführten Systematik von Schwingungen und Wellen. 

Bei einer harmonischen Welle ist die Schallschnelle um 90° phasenverschoben zum Schallausschlag, 

mit einer Amplitude, die gleich dem Produkt aus der Kreisfrequenz und der Auslenkungsamplitude ist: 

𝑣 = 𝜔𝜉 

2.7.4.2 Schallgeschwindigkeit 

Im Kontext von Schallwellen wird die Phasengeschwindigkeit auch als Schallgeschwindigkeit 

bezeichnet. Diese hängt vom Medium und von der Polarisation der Welle ab. In Analogie zur 

Berechnung der Phasengeschwindigkeit transversaler Seilwellen (s. Abschnitt 2.7.3.1) lässt diese sich 

für Festkörper auf Basis der Materialeigenschaften herleiten für die zwei fundamentale 

Wellenbewegungen. Die Geschwindigkeit der Longitudinalwelle 𝑐𝐿  berechnet sich aus dem 

Elastizitätsmodul 𝐸 und der Poissonzahl 𝜈 zu: 

𝑐𝐿 = √
𝐸(1 − 𝑣)

𝜌(1 + 𝑣)(1 − 2𝑣)
 



Technische Physik I 

120 
 

Die Geschwindigkeit der Transversalwelle 𝑐𝑇  berechnet sich analog zu: 

𝑐𝑇 = √
𝐸

2𝜌(1 + 𝑣)
 

Letztere kann in Flüssigkeiten oder Gasen nicht propagieren, da die Moleküle eine Wechselwirkung 

durch Schubspannungen nicht übertragen. Folglich gibt es in diesen beiden Medien nur eine 

Ausbreitung in Form einer Longitudinalwelle. Die Kopplungskonstante ist in diesem Fall der 

Kompressionsmodul des Ausbreitungsmediums, woraus sich die Schallgeschwindigkeit berechnet zu: 

𝑐 = √
𝐾

𝜌
 

Einige Beispielwerte für Schallgeschwindigkeiten sind in Tabelle 4 zusammengefasst. 

Tabelle 4: Beispiele für Schallgeschwindigkeiten 

Medium 𝒄𝑳 [𝒎/𝒔] 𝒄𝑻 [𝒎/𝒔] 
Luft 343 - 

Helium 981 - 

Wasserstoff 1280 - 

Wasser 1484 - 

Wasser (bei 0 °C) 1407 - 

Meerwasser 1500 - 

Öl (SAE 20/30) 1340 - 

Eis (bei −4 °C) 3250 1990 

Gummi 1500 150 

Plexiglas 2670 1120 

Beton (C20/25) 3655 2240 

Stahl 5850 3230 

Aluminium 6250 3100 

Graphen 20.000 - 

 

Beispiel – Schallausbreitung in einem Kupferkabel 

Man betrachte eine Kupferleitung von 5 𝑘𝑚 Länge mit den Materialeigenschaften 𝐸 = 150 𝐺𝑃𝑎 und 

𝜈 = 0,33. Die Dichte von Kupfer beträgt 𝜌 = 8900 𝑘𝑔/𝑐𝑚³ . Wann erreicht ein Geräusch, das an 

einem Ende der Leitung stattfindet, das andere Ende? 

Man berechnet hierzu zunächst die beiden Schallgeschwindigkeiten in einem Festkörper zu: 

𝑐𝐿 = 4997
𝑚

𝑠
   und  𝑐𝑇 = 2517

𝑚

𝑠
 

Man sieht, dass die Transversalwellengeschwindigkeit geringer ist als die 

Longitudinalwellengeschwindigkeit in der Leitung. Dies ergibt sich aus den gegebenen 

Materialeigenschaften von Kupfer, ist aber kein Zufall. Diese Gesetzmäßigkeit gilt vielmehr für alle 

Festkörper, d.h. die Longitudinalwelle besitzt immer die höhere Ausbreitungsgeschwindigkeit.  

Berücksichtigt man nun den elementaren Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit, Länge und Zeit, 

so ergibt sich für den Zeitpunkt der Ankunft des Geräusches: 
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𝑡 =
𝑙

𝑐𝐿
=

5𝑘𝑚

4997
𝑚
𝑠
 
= 1𝑠 

2.7.4.3 Schalldruck 

Die Ausbreitung longitudinaler Schallschwingungen in Medien beruht auf der Erzeugung lokaler 

Dichteschwankungen, welche dann als Welle propagieren. Die aus solchen Dichteschwankungen 

resultierenden Kräfte machen sich als Druckschwankungen im Medium bemerkbar. Die entsprechende 

Schallfeldgröße ist der Schalldruck �̂� . Ähnlich wie die Schallschnelle ist der Schalldruck eine 

schwingende Größe und wird z.B. bei Gasen mit dem statischen Druck überlagert. Anstelle des 

Momentanwertes wird daher häufig auch nur der Effektivwert von �̂� angegeben: 

�̂�𝑒𝑓𝑓 = √
1

 
∫ �̂�2𝑑𝑡
𝜏

0

 

Hierzu wird innerhalb eines kurzen zeitlichen Intervalls   über den wirkenden Schalldruck �̂� integriert.  

Zwischen Schalldruck �̂� und Schallschnelle 𝑣  besteht eine Beziehung, die bei harmonischen, 

ungedämpften Wellen gegeben ist durch: 

�̂� = 𝜌𝑐𝑣 

Das Produkt aus der Dichte des Mediums und der Schallgeschwindigkeit nennt man auch den 

Wellenwiderstand oder die Schallkennimpedanz 𝑍: 

𝑍 = 𝜌𝑐 

Die Schallkennimpedanz besitzt die Einheit [
𝑘𝑔

𝑚2𝑠
] und stellt den Wellenwiderstand eines Mediums dar. 

Diese bestimmt darüber hinaus, wie sich eine Welle von einem Medium in das andere Medium 

überführt wird, d.h. Zu welchen Anteilen sie reflektiert und transmittiert wird. 

2.7.4.4 Schallenergie 

Analog zu den Grundgrößen der Mechanik, ist auch mit der Ausbreitung einer Schallwelle eine 

korrespondierende Schallleistung �̂� verbunden. Für eine harmonische Schallwelle entspricht diese:  

�̂� =
1

2
𝑍𝑣2𝐴 =

1

2

�̂�2

𝑍
𝐴  

Die Verwendung der Schallkennimpedanz 𝑍 berücksichtigt die Eigenschaft des Ausbreitungsmediums 

und der Schalldruck �̂� lässt sich alternativ zur Schallschnelle 𝑣 verwenden.  

Dividiert man die Schallleistung durch den Ausbreitungsquerschnitt 𝐴,  so erhält man die 

Schallintensität oder Schallleistungsdichte 𝐼: 

𝐼 =
1

2
𝑍𝑣2 =

1

2

�̂�2

𝑍
 

Die Schallintensität besitzt die Einheit [𝑊/𝑚²]. Mithilfe der Schallintensität lässt sich bei gegebener 

Schallschnelle bzw. Schalldruck berechnen, wie viel Energie in einer bestimmten Zeit durch eine 

bestimmte Fläche propagiert (s. Abbildung 78). In dem betrachteten Volumen 𝐴 ⋅ 𝑙  steckt die 

Schallenergie  

�̂� = 𝐼𝐴
𝑙

𝑐
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Der Energietransport durch eine Schallwelle erfordert, dass eine bestimmte Menge an 

Schwingungsenergie permanent im Medium vorhanden ist. Aufgrund von Energieerhaltung gilt bei der 

Ausbreitung der Schallwelle, dass die Energiemenge konstant bleibt und sich räumlich mit der Welle 

von links nach rechts bewegt. Diese Schallenergie befindet sich als kinetische und potentielle Energie 

in den schwingenden Teilchen des Mediums. Den Quotienten aus dieser Energie und dem von der 

Welle erfassten Volumen nennt man Schallenergiedichte: 

Ψ̂ =
𝐼

𝑐
 

Die Schallenergiedichte besitzt die Einheit [𝐽/𝑚³]  und ist mit der Intensität nur durch die 

Schallgeschwindigkeit verknüpft. 

 

Abbildung 78: Energietransport einer ebenen Schallwelle 

 

2.7.4.5 Schallpegel 

Da sich der Wertebereich für die verschiedenen Schallfeldgrößen über mehrere Größenordnungen 

erstreckt, ist es erforderlich zum einfacheren Vergleich der Größen eine Darstellung zu wählen, die 

etwas handlicher ist. Als übliches Verfahren in der Technik hat sich hierzu etabliert, die Messgröße zu 

einer genormten Bezugsgröße ins Verhältnis zu setzen und diesen Quotienten anschließend zu 

logarithmieren. Der so erhaltene Pegelwert hat zwar die Dimension 1, erhält aber zu Identifizierung 

der Bezugsgröße die Einheit Dezibel (dB). Am Beispiel des Schalldrucks erklärt, ergibt sich folgender 

Schalldruckpegel: 

𝐿𝑝 = 20 lg
𝑝𝑒𝑓𝑓

𝑝𝑒𝑓𝑓,0
𝑑𝐵; �̂�𝑒𝑓𝑓,0 = 2 ∙ 10

−5𝑃𝑎 

Der Bezugsschalldruck �̂�𝑒𝑓𝑓,0 wurde willkürlich so festgelegt, dass er ungefähr dem Wert der 

Hörschwelle entspricht. Eine Verdoppelung des Schalldrucks erhöht den Schallpegel um ca. 6 𝑑𝐵. 

Eine ähnliche Definition wird für den Schallintensitätspegel benutzt: 

𝐿𝐼 = 10 lg
𝐼

𝐼0
𝑑𝐵; 𝐼0 = 10

−12 𝑊

𝑚2 

Anstelle des Vorfaktors 20 steht hier der Faktor 10, da die Schallintensität proportional zum Quadrat 

des Schalldrucks ist. Der Bezugswert 𝐼0 entspricht der Intensität einer ebenen harmonischen Welle mit 

der Schalldruckamplitude �̂�0 = √2�̂�𝑒𝑓𝑓,0   bei einem Wellenwiderstand von 400 𝑘𝑔/(𝑚2𝑠) also 

nahezu dem Wellenwiderstand von Luft. Man erkennt daran erneut die Willkürlichkeit, aber auch die 

Zweckmäßigkeit dieser Definition mit ihrem Bezug zu einem Referenzmodell. 

Da das Rechnen mit 𝑑𝐵-Größen etwas gewöhnungsbedürftig ist, soll dies anhand eines Beispiels näher 

betrachtet werden. 

𝑥

𝑙

𝐴

𝐼
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Beispiel – Superposition von Schallpegeln: 

Analog zu den Betrachtungen der Superposition bei Kräften lassen sich auch Schallpegel überlagern. 

Hierbei müssen jedoch die Besonderheiten der Addition von dB-Größen beachtet werden. Man nehme 

an, dass zwei gleichartige Schallquellen jede für sich am Ort eines Empfängers einen 

Schallintensitätspegel von 60dB produzieren. Wie groß ist der gemeinsame Pegel?  

Hierzu bietet es sich an das Problem in zwei mögliche Fälle zuzulegen.  

Fall 1: Inkohärente Quellen (z.B. Maschinengeräusche): 

Bei inkohärenten Quellen überlagern sich die Intensitäten, d.h. es gilt das übliche Additionsverfahren 

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2. Mit 𝐼1 = 𝐼2 folgt: 

𝐼 = 2𝐼1 

Damit: 

𝐿𝐼 = 10 lg
2𝐼1

𝐼0
= 10(lg 2 + lg

𝐼1

𝐼0
) = (3 + 60)𝑑𝐵 = 63𝑑𝐵 

Fall 2: Kohärente Signalquellen (z.B. Lautsprecher): 

Bei kohärenten Signalquellen hängt das Ergebnis von der Phasenbeziehung der beiden Teilwellen am 

Empfängerort ab. Bei harmonischen Wellen kann der Schalldruck der überlagerten Welle Werte 

zwischen 0 und 2�̂�1 annehmen. Der Intensitätspegel berechnet sich dann wie oben zu 0 𝑑𝐵 bis 66 𝑑𝐵. 

Der Extremfall mit 0 dB stellt dabei eine vollständige Auslöschung am Ort des Empfängers dar. Dieses 

Prinzip der gegenphasigen Einschallung nutzt man beispielsweise bei Noise-Cancelling-Kopfhörern. 

Der andere Extremfall entspricht einer phasengleichen Aufsummierung der Schalldruckpegel. 
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3 THERMODYNAMIK 

In der Thermodynamik (Wärmelehre) geht es im Allgemeinen um Phänomene, die mit der Energieform 

Wärme zusammenhängen. Zentrale Messgröße ist hierbei die Temperatur, die den thermischen 

Zustand von Objekten beschreibt.  

3.1 TEMPERATUR 
Gemessen wird die Temperatur mit einem Thermometer. Als Sensoren eignen sich alle Vorrichtungen, 

deren Eigenschaften sich in charakteristischer Weise von der Temperatur ändern, z.B.: 

1. Das temperaturabhängige Volumen eines Körpers 

2. Der elektrische Widerstand eines Materials  

3. Die magnetischen Eigenschaften eines Materials 

4. Die Änderung des Aggregatzustandes (fest, flüssig oder gasförmig eines Mediums), wobei die 

Änderung des Aggregatzustands einzelne Punkte auf einer Temperaturskala festlegt 

3.1.1 0. Hauptsatz 

Genau wie auch die Mechanik wurden die Gesetzmäßigkeiten in der Thermodynamik aus 

Beobachtungen der Natur abgeleitet. Im Zusammenhang mit der Natur lassen sich folgende beiden 

Phänomene beobachten. 

Beobachtung 1: Bringt man zwei Körper unterschiedlicher Temperatur in Kontakt, so gleichen sich die 

Temperaturen der beiden Körper einander an, d.h. der kältere wird wärmer, der wärmere wird kälter, 

bis sie die gleiche Temperatur erreicht haben.   

Zur Messung der Temperatur der beiden Körper wird ein Thermometer in thermischen Kontakt 

(Wärme kann zwischen beiden Objekten fließen) mit dem zu messenden Objekt gebracht. Bei der 

Temperaturmessung müssen sowohl Messobjekt als auch Thermometer einen konstanten Wert der 

Temperatur aufweisen (z.B. das Volumen beider Körper unverändert bleiben). Diesen Zustand, in dem 

sich die Temperatur beider Objekte nicht mehr ändert, nennt man thermisches Gleichgewicht.  

Beobachtung 2: Nach Kontakt der Objekte findet ein Ausgleichprozess statt, bis beide Objekte die 

gleiche Temperatur besitzen. Dieser Ausgleichsprozess ist irreversibel, d.h. er läuft nicht ohne 

Energiezugabe von außen von allein „rückwärts“ ab, d.h. zwei Körper im thermischen Gleichgewicht 

ändern ihre Temperatur nicht spontan, indem die Temperatur des einen zunimmt und die des anderen 

abnimmt.  

Diese Beobachtungen wurden in der Systematisierung der Thermodynamik im 0. Hauptsatz 

zusammengefasst und lässt sich mit Verweis auf die grafische Darstellung in Abbildung 79 wie folgt 

fassen: 

0. Hauptsatz (Temperatur) 

Zwei Objekte, die sich jeweils im thermischen Gleichgewicht mit einem dritten befinden, sind auch 

untereinander im thermischen Gleichgewicht. Es gibt eine Zustandsgröße „Temperatur“, d.h. die 

Größe Temperatur charakterisiert den Zustand eines Körpers. 
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Der 0. Hauptsatz wird daher auch als Gesetz des thermischen Gleichgewichts bezeichnet und 

ermöglicht zusammen mit dem 1. und 2. Hauptsatz die vollständige Beschreibung aller Phänomene 

der Thermodynamik. 

 

Abbildung 79: Zum 0. Hauptsatz der Thermodynamik 

3.1.2 Thermische Ausdehnung 

Festkörper, Flüssigkeiten und Gase dehnen sich, bis auf wenige Ausnahmen, bei einer 

Temperaturerhöhung nach allen Seiten aus. Bei Gasen ist allerdings das Volumen mit dem Druck 

verkoppelt, daher wird dieser Fall in Abschnitt 3.3 separat behandelt.  

Betrachtet man einen Festkörper im eindimensionalen Fall so lässt sich leicht die Längenänderung ∆𝐿 

als Folge einer Temperaturänderung Δ𝑇 in Bezug setzen zur Ausgangslänge 𝐿: 

∆𝐿 = 𝛼𝐿Δ𝑇 

Der Proportionalitätsfaktor 𝛼  heißt Längenausdehnungskoeffizient. Er ist seinerseits schwach 

temperaturabhängig, kann aber bei moderaten Temperaturschwankungen als konstante 

Materialeigenschaft angesehen werden. Die neue Gesamtlänge bei einer Temperaturbeaufschlagung 

ergibt sich analog zur Betrachtung der Verformung in Abschnitt 2.4.1.2: 

𝑙 = Δ𝐿 + 𝐿 = 𝐿 + (1 + 𝛼Δ𝑇) 

Wie im Zusammenhang mit der Poissonzahl bereits erklärt, dehnt sich ein Festkörper nicht nur 

eindimensional aus, sondern die Verformung entlang einer Raumrichtung bedingt auch eine 

Längenänderung entlang der anderen Raumrichtungen des Festkörpers. Um das Volumen eines 

Festkörpers nach thermischer Ausdehnung zu berechnen, zerlegt man es gedanklich in Würfel der 

Kantenlänge 𝑙. Eine längere Rechnung zeigt: 

𝑉 = 𝑙3 = 𝐿3(1 + 𝛼Δ𝑇)3 = 𝐿3(1 + 3𝛼Δ𝑇 + 3𝛼2Δ𝑇2 + 𝛼3Δ𝑇3) 

Mit einer typischen Größenordnung von  𝛼 = 10−6, können die Therme mit 𝛼2 und 𝛼3 vernachlässigt 

werden. Mit dem Volumenausdehnungskoeffizienten 𝛾 = 3𝛼 bestimmt man das Gesamtvolumen 

schließlich zu: 

𝑉 = 𝐿3(1 + 𝛾Δ𝑇) 

 

 

 

 

 

𝑇1 𝑇2 𝑇3

𝑇1 = 𝑇2 𝑇2 = 𝑇3

⇒ 𝑇1= 𝑇3
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Beispiel – Längenänderung einer Schiene: 

Eine Eisenbahnschiene ist im Winter bei −10°𝐶  repariert worden. Hierzu ist ein 50 𝑚  langes 

Schienenstück bündig eingepasst worden. Welcher Längenzuwachs stellt sich im Sommer bei 30°𝐶 

ein?  

Nimmt man den mittleren Längenausdehnungskoeffizienten von Stahl als 13 ∙ 10−6 𝐾−1an, so ergibt 

sich: 

Δ𝐿 = 𝛼𝐿Δ𝑇 = 13 ∙ 10−6 𝐾−1 ⋅ 50𝑚 ⋅ 40𝐾 = 26𝑚𝑚 

3.2 WÄRME UND WÄRMEÜBERTRAGUNG  
Nachdem die Temperatur als Zustandsgröße eingeführt wurde, soll diese im nächsten Schritt mit einer 

Energieform verknüpft werden. Die Wärme als Energie, konkret eine Wärmemenge, wird wie die 

mechanische Arbeit in der Einheit [𝑁𝑚] = [𝐽] gemessen19. In Abschnitt 2.5 wurde die Entstehung von 

Wärme bereits im Zusammenhang mit Reibungsarbeit diskutiert. Aber auch andere Energieformen wie 

elektrische, chemische und atomare Energie lassen sich in Wärmeenergie umwandeln. 

3.2.1 Wärmekapazität 

Wenn ein Körper der Masse 𝑚 erwärmt wird, so ist seine Temperaturänderungen Δ𝑇 das Maß für die 

zugeführte Wärmemenge Δ𝑄. Aus Beobachtungen der Natur kann man ableiten, dass unterschiedliche 

Materialien bei gleicher Masse unterschiedliche Wärmemengen zum Erreichen der gleichen 

Temperatur benötigen. Äquivalent ist die Beobachtung, dass sie unterschiedliche Wärmemengen bei 

gleicher Temperaturänderung speichern können: 

Δ𝑄 = 𝑐𝑚Δ𝑇 

Die spezifische Wärmekapazität 𝑐 hat die SI-Einheit [𝐽/(𝑘𝑔 𝐾)]. Diese ist für feste und flüssige Stoffe 

zwar temperaturabhängig, d.h. eine Funktion 𝑐(𝑇) , für die Praxis können für moderate 

Temperaturänderungen rund um Raumtemperatur die Werte als Materialkonstante angesehen 

werden. Eine Besonderheit der spezifischen Wärmekapazität weisen die Gase auf, da diese auch von 

𝑝 und 𝑉 abhängt. 

Die spezifischen Wärmekapazitäten unbekannter Stoffe lassen sich mittels der Kalorimetrie 

bestimmen. Das Verfahren beruht auf der Anwendung des 0. Hauptsatzes in einem thermisch 

isolierten System, so dass die von der wärmeren Komponente (etwa einem heißen Festkörper) 

abgegebene Wärmemenge vollständig von der kälteren (z.B. eine Flüssigkeit) aufgenommen wird. Bei 

bekannten Massen lässt sich unter dieser Voraussetzung aus der gemessenen Mischungstemperatur 

die spezifische Wärmekapazität des Festkörpers bestimmen. 

 

 

 

 

 
19 Oftmals findet man noch die veraltete Einheit Kalorie. Sie stammt aus der antiken Wärmelehre, die den 
Wärmestoff „Caloricum“ bzw. „Kalor“ als Träger der Wärme postulierte. Heute geben diese „Kalorien“ die 
chemische Energie von Nahrungsmitteln als Brennwert an. 
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Beispiel – Heißwasserspeicher: 

Gerade in der kalten Jahreszeit freut man sich über die Nutzung von warmem Wasser zum Duschen, 

Baden oder Heizen. Die Basis bildet in vielen Fällen ein Reservoir von warmem Wasser. Wie viel Energie 

ein solcher Puffer- oder Schichtladespeicher enthält, hängt vom Wasservorrat und der 

Temperaturänderung an.  

Erwärmt die Heizung 100  Liter Wasser von 10°𝐶  auf 50°𝐶 , so lässt sich die gespeicherte 

Wärmemenge berechnen. Nimmt man für einen modernen Speicher eine spezifische Wärmekapazität 

𝑐 = 4,19 𝑘𝐽/(𝑘𝑔 𝐾) an, so ergibt sich eine gespeicherte Energiemenge: 

Δ𝑄 = 𝑐𝑚Δ𝑇 = 4,19
𝑘𝐽

𝑘𝑔 𝐾
⋅ 100𝑘𝑔 ⋅ 40𝐾 = 4,65 𝑘𝑊ℎ 

Mit der gleichen Energiemenge könnte man z.B. 32ℎ lang Fernsehen. 

3.2.2 Wärmetransport 

Ähnlich wie in der Mechanik kann Wärme als Energieform von einem Ort zu einem anderen gelangen. 

Anders als bei den Wellen aus Abschnitt 2.7 gibt es jedoch keine Rückstellkraft, weshalb beim 

Wärmetransport andere Mechanismen dominieren. 

Bei der Konvektion wird die Wärme in oder mit einem Stoff transportiert. Dies ist üblicherweise bei 

Gasen oder Flüssigkeiten der Fall. 

In Festkörpern dominiert meistens die Wärmeleitung. Hier kommt der Wärmetransport durch die 

Ausbreitung der Temperatur auf der atomaren oder molekularen Ebene zustande. Vergleichbare 

Effekte treten auch bei Gasen und Flüssigkeiten auf, diese werden aber durch die anderen 

Transportmechanismen und weitere Effekte (s. Abschnitt 3.3) dominiert. 

Wenn es keine Möglichkeit zu einem direkten Kontakt gibt (Wärmeleitung) oder auch kein 

Austauschmedium vorhanden ist (Konvektion), so dominiert die Wärmestrahlung. Hierbei wird die 

Wärmeenergie in elektromagnetische Strahlung überführt. Die genaue Behandlung dieses Themas 

erfordert einen tieferen Einblick in die Atom- und Quantenphysik, weshalb dieser 

Wärmetransportmechanismus hier nur phänomenologisch behandelt werden wird. 

3.2.2.1 Konvektion 

Gase und Flüssigkeiten können aufgrund ihrer Wärmekapazität Wärmeenergie aufnehmen und mit 

sich führen. In der Natur dominiert die Konvektion unser Wettergeschehen, z.B. in Form der Winde, 

aber auch des Golfstroms. 

Wenn ein Gas oder eine Flüssigkeit Wärme aufnimmt, so ändert sich seine Dichte (s. Abschnitt 3.3.4) 

und es wird Auftrieb erzeugt (s. Abschnitt 2.6.1.4). Aus dieser Auftriebskraft entsteht eine Bewegung 

des Mediums in Form der freien Konvektion. Dieses Prinzip wird genauso genutzt, um die Luft in einen 

Raum mit einem Heizkörper aufzuheizen, wie auch durch den Transport der warmen Heizflüssigkeit 

zum Heizkörper. Letzteres wird allerdings technisch dadurch unterstützt, dass eine bestimmte 

Fließrichtung vorgegeben ist und die natürliche Konvektionsbewegung zusätzlich mit einer Pumpe 

verstärkt wird. Hierbei handelt es sich dann in der Praxis eher um ein Problem der Strömungsmechanik 

(s. Abschnitt 2.6.2). 
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3.2.2.2 Wärmeleitung 

Wenn zwei Seiten eines Festkörpers dauerhaft auf gleicher Temperatur gehalten werden, so fließt ein 

Wärmestrom Ψ = Δ𝑄/Δ𝑡  von der wärmeren Seite zur kälteren Seite. Betrachtet man ein 

näherungsweise 1-dimensionales Beispiel wie einen Stab in Abbildung 80, so erwartet man 

naturgemäß einen Wärmestrom proportional zum angelegten Temperaturgradienten Δ𝑇. 

Weiterhin stellt man fest, dass dieser sich proportional zur Querschnittsfläche und umgekehrt 

proportional zur Länge verhält. Daraus ergibt sich: 

Ψ = 𝜆𝑊𝐴
Δ𝑇

Δ𝑙
 

Die Materialkenngröße, die die Eigenschaft eines Festkörpers zur Wärmeleitung bestimmt, ist die 

Proportionalitätskonstante 𝜆𝑊 , welche man als Wärmeleitfähigkeit bezeichnet. Diese hat die SI-

Einheit [𝑊/(𝑚𝐾)]. 

 

Abbildung 80: Wärmetransport in einem Stab 

Betrachtet man die Eigenschaften verschiedener Materialien, so fällt auf, dass Metalle besonders gute 

Wärmeleiter sind. Dies beruht auf der hohen Beweglichkeit der freien Elektronen, welche für den 

Wärmetransport in Metallen verantwortlich sind. Die schlechteste Wärmeleitfähigkeit hat Vakuum, da 

es keinerlei Moleküle, Atome oder sonstige Materiebestandteile enthält, die den Wärmetransport 

übernehmen könnten. Aber auch Gase besitzen vergleichsweise schlechte Wärmeleitung, weshalb es 

praktikabel ist, diese in wärmedämmende Materialien einzulagern (z.B. Styropor oder andere 

Hartschäume). In diesen Materialien muss die Wärmeleitung dann durch das Gerüst um die Gase 

herum erfolgen, d.h. der Querschnitt 𝐴 wird erheblich verringert. 

Für eine technische Anwendung ist jedoch nicht nur die Wärmeleitung allein entscheiden. Für die 

Dämmung einer Wand ist beispielsweise der gesamte Wärmedurchgang entscheidend. Wie in 

Abbildung 81 gezeigt beinhaltet dieser zusätzlich zur Wärmeleitung auch den Wärmeübergang an den 

Grenzflächen zweier Stoffe mit unterschiedlichen Temperaturen.  

Mit dem Wärmeübergangskoeffizienten ℎ𝑊 gilt für diesen Wärmestrom an einer Grenzfläche: 

Ψ𝐺 = ℎ𝑊𝐴Δ𝑇 

Der Wärmeübergangskoeffizient besitzt die Einheit[𝑊/(𝑚2𝐾)]. Typische Zahlenwerte liegen z.B. beim 

Wärmeübergang von Hauswänden an Luft zwischen 5 und 20. Mittels ℎ𝑊 und 𝜆𝑊 kann man schließlich 

den berühmten Wärmedurchgangskoeffizienten 𝑘𝑊  berechnen, der bei modernen 

Niedrigenergiehäusern als Wärmedämmwert eine große Rolle spielt: 

1

𝑘𝑊
=∑

Δ𝑙𝑛
𝜆𝑊,𝑛

+∑
1

ℎ𝑊
 

𝐴
𝑇2

Δ𝑙 

𝑇1

Ψ
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Für das Beispiel der Hauswand ergibt sich in 1-dimensionaler Näherung der Verhältnisse: 

1

𝑘𝑊
=
Δ𝑙

𝜆𝑊
+
2

ℎ𝑊
 

⇒ 𝑘𝑊 = ℎ𝑊 ⋅
𝜆𝑊

2𝜆𝑊 + ℎ𝑊Δ𝑙
 

Den gesamten Wärmestrom beim Durchgang durch eine mehrschichtige Wand mit jeweils 

unterschiedlichen Oberflächen berechnet man dann bei bekannten 𝜆𝑊 und ℎ𝑊 mit: 

Ψ𝐷 = 𝑘𝑊𝐴Δ𝑇 

 

 

 

Abbildung 81: Temperaturverlauf durch eine Wand mit Wärmeübergang und Wärmeleitung 

3.2.2.3 Wärmestrahlung 

Die Ursache der Wärmestrahlung ist die thermische Energie der Materie. Jeder Körper strahlt oberhalb 

des absoluten Nullpunkts kontinuierlich elektromagnetische Strahlung in seine Umgebung ab. Dieses 

kontinuierliche Spektrum reicht vom infraroten über den sichtbaren bis in den ultravioletten 

Spektralbereich. In diesem Wellenlängenbereich kann die Materie diese Strahlung auch wieder 

absorbieren. 

Einen idealen Absorber, der also unabhängig von der Wellenlänge jegliche Strahlungsenergie 

aufnehmen kann, nennt man schwarzer Körper. Dieser ideale Absorber ist auch gleichzeitig ein 

perfekter Emitter, d.h. er strahlt alle Wellenlängen auch wieder ab. Die Intensität der 

Strahlungsleistung ist keineswegs für alle Wellenlängen gleich, sondern besitzt eine charakteristische 

Verteilungsfunktion. 

Die Gesamtstrahlungsintensität als Funktion der Temperatur konnte erstmals von Josef Stefan (1835-

1893) und Ludwig Boltzmann (1844-1906) in eine Gesetzmäßigkeit gefasst werden. Die Intensität, also 

die Strahlungsleistung pro Fläche 𝐼 = 𝑃/𝐴 beträgt für den schwarzen Körper: 

𝐼 = 𝜎𝑊𝑇
4 

Die Proportionalitätskonstante 𝜎𝑊  ist die Strahlungskonstante und hat den Wert 5,6704 ⋅ 10−8𝑊/

(𝑚2𝐾4). Berücksichtigt man zudem, dass kontinuierlich Strahlung aus der Umgebung mit Temperatur 

𝑇2 absorbiert wird, so lässt sich die Strahlungsleistung schreiben als: 

𝑃 = 𝜎𝑊𝜖𝐴(𝑇1
4 − 𝑇2

4) 

Die Eigenschaft 𝜖 einer Oberfläche wird Emissionsgrad genannt und ist ein Zahlenwert zwischen 0 und 

1, wobei 𝜖 = 1 ein schwarzer Strahler wäre. 

𝑇 

ℎ ,𝑖  

𝑙

ℎ ,𝑎 

𝜆 



Technische Physik I 

130 
 

Praktische Relevanz besitzt dies beispielsweise bei Solarthermie, bei der man in geschwärzten Rohren 

die Wärmestrahlung der Sonne absorbiert, um darin befindliches Wasser aufzuheizen. In der 

Thermographie wird die Wärmestrahlung von Objekten im Infrarotbereich genutzt, um 

berührungslose Temperaturmessungen zu machen, aber auch um z.B. Wärmelecks in einer Dämmung 

als Bild sichtbar zu machen. 

  



Technische Physik I 

131 
 

3.3 IDEALE GASE 
In den vorherigen Abschnitten fiel bereits mehrfach auf, dass die Thermodynamik physikalischen 

Gesetze phänomenologisch ohne Bezug auf die „mikroskopische Struktur“ des beobachteten Systems 

beschreibt. Während die Festkörper in den vorherigen Abschnitten bereits intensiver betrachtet 

wurden, sollen nun die Gase etwas genauer betrachtet werden. Mit Hilfe von Zustandsgrößen, wie 

Volumen, Druck und Temperatur lassen sich diese beschreiben, ohne Bezug auf die mikroskopische 

Struktur des Gases (Gasmoleküle) zu nehmen. Der Zusammenhang zwischen mikroskopischer Struktur 

und Thermodynamik liefert dann die Statistische Physik z.B. im Rahmen der Kinetische Gastheorie, 

welche in Abschnitt 3.3.4 eingeführt wird. 

3.3.1 Das Gesetz von Gay-Lussac 

Beobachtet man das Volumen eines (idealen) Gases bei der Temperatur 𝑇0 = 0°𝐶 bis zu 𝑇 = 100°𝐶, 

so verhält sich das temperaturabhängige Volumen des Gases wie folgt: 

𝑉(𝑇) = 𝑉(𝑇0) + 𝑉(𝑇0) 𝛾𝐺𝑎𝑠 (𝑇 − 𝑇0) 

= 𝑉0 + 𝑉0 𝛾𝐺𝑎𝑠 (𝑇 − 𝑇0) = 0 

Dabei ist die Proportionalitätskonstante 𝛾 unabhängig von der Art des verwendeten Gases. Man kann 

also empirisch feststellen: 

Das Volumen idealer Gase ändert sich linear mit der Temperatur. 

Die Größe 𝛾  lässt sich experimentell bestimmen und erlaubt damit 𝑇(𝑉=0) zu berechnen. Da das 

Gasvolumen nicht negativ werden kann, ist 𝑉 =  0 der kleinste Wert den 𝑉 annehmen kann. Daraus 

ergibt sich die niedrigste erreichbare Temperatur aus: 

𝑉(𝑇) = 𝑉0 + 𝑉0 𝛾𝐺𝑎𝑠 (𝑇(𝑉=0) − 𝑇0) = 0 

Zu: 

𝑇(𝑉=0) = 𝑇0 −
1

𝛾𝐺𝑎𝑠
= −273.16°𝐶 

Diese Temperatur nennt man den absoluten Nullpunkt. Wie bereits in Abschnitt 1.4.5 eingeführt, dient 

dies der Festlegung, der in der Physik verwendeten Kelvinskala. Diese beginnt bei dieser Temperatur 

und hat die gleiche Skaleneinteilung wie die Celsius-Skala.  

Bezieht man die Temperaturskala auf diesen absoluten Nullpunkt der Temperatur (0 𝐾), so gilt  

𝑇(𝑉=0) = 𝑇0 −
1

𝛾𝐺𝑎𝑠
= 0 

Und damit: 

𝑉(𝑇) = 𝑉0 + 𝑉0 𝛾𝐺𝑎𝑠 (𝑇 − 𝑇0) 

= 𝑉0 − 𝑉0 𝛾𝐺𝑎𝑠 𝑇0 + 𝑉0 𝛾𝐺𝑎𝑠 𝑇 

= 𝑉0 𝛾𝐺𝑎𝑠 𝑇 =  𝑉0 
𝑇

273,16
= 𝑉(𝑇) 
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Dieser Zusammenhang zwischen dem temperaturabhängigen Volumen eines Gases und seiner 

Temperatur heißt Gesetz von Gay-Lussac, benannt nach dem französischen Chemiker und Physiker 

Joseph Louis Gay-Lussac (1778–1850). 

3.3.2 Das Gesetz von Boyle-Mariotte 

Es gibt noch eine weitere wichtige empirische Beobachtung, die die Messgrößen 𝑇,  𝑝 und 𝑉 

miteinander verknüpft. 

Gase sind im Allgemeinen kompressibel, d.h. ihr Volumen lässt sich durch Ausübung einer Kraft 

verkleinern. Dabei ist beobachtet worden, dass die Kraft pro Fläche, d.h. der Druck 𝑝 bei Verkleinerung 

des Volumens steigt. Genaue Messungen bei konstanter Temperatur und konstanter Gasmenge 

ergeben etwas konkreter:  

𝑝 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Dieser Zusammenhang zwischen 𝑝 und 𝑉 heißt Gesetz von Boyle-Mariotte, benannt nach den zwei 

unabhängigen Entdeckern Robert Boyle (1626-1691) und Edme Mariotte (1620-1684). Beide 

Gesetzmäßigkeiten (Boyle-Mariotte und Gay-Lussac) verknüpfen 𝑝,  𝑇 und 𝑉 und lassen sich in einer 

Zustandsgleichung für (ideale) Gase zusammenfassen.  

3.3.3 Ideale Gasgleichung 

Wie auch in der Mechanik bedient man sich zunächst einer Vereinfachung der Realität, indem man ein 

Modell einführt, was die wesentlichen Merkmale realer Gase zwar erfasst, im Detail dann aber noch 

verfeinert werden muss.  

Im Modell des idealen Gases werden alle Gasteilchen als ausdehnungslose Massepunkte 

angenommen, welche sich frei durch das ihnen zur Verfügung stehende Volumen bewegen können. 

Im Wesentlichen werden folgende Annahmen getroffen: 

• Ideale Gasteilchen sind frei, sie üben keine Anziehungs- oder Abstoßungskräfte aufeinander 

aus. Es finden lediglich elastische Stöße zwischen Wand und Teilchen statt. 

• Ideale Gasteilchen selbst belegen in ihrem Raum kein Volumen. 

• Ideale Gasteilchen rotieren und vibrieren nicht. Ihre Energie ist ausschließlich die kinetische 

Energie der translatorischen Bewegung im Raum. 

Zur Herleitung der thermodynamischen Zustandsgleichung betrachtet man den in Abbildung 82 

dargestellten Prozess mit folgender Prozessführung an einem idealen Gas, welches in einen Zylinder 

eingeschlossen ist. Das Volumen kann durch einen frei verschiebbaren Kolben verändert werden. 

Anfangs habe das Gas die Temperatur 𝑇1, Druck 𝑝1 und das Volumen 𝑉1, am Ende 𝑇2,  𝑝2 und 𝑉2. Der 

erste Übergang erfolgt durch isobare Erwärmung (Erwärmung bei konstantem Druck) und der zweite 

Übergang durch isotherme Kompression (Kompression bei konstanter Temperatur). 
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Abbildung 82: Zur Herleitung der thermodynamischen Zustandsgleichung 

Das Gas wird also zuerst bei konstantem Druck erwärmt, wobei es sich auf das Volumen 𝑉1′ ausdehnt 

und die Temperatur 𝑇2  annimmt. Im Anschluss erfolgt eine isotherme Kompression, wobei das 

Volumen auf 𝑉2 verkleinert und der Druck sich dadurch auf 𝑝2 erhöht. 

Für die isobare Erwärmung gilt nach Gay-Lussac:  

𝑉1
𝑇1
=
𝑉1
′

𝑇2
 

Für den sich anschließenden Prozess der isothermen Kompression gilt nach Boyle-Mariotte:  

𝑝1𝑉1
′ = 𝑝2𝑉2 

Kombiniert man beide Gleichungen erhält man: 

𝑝1𝑉1
′ = 𝑝1

𝑉1
𝑇1
𝑇2 = 𝑝2𝑉2 

Oder: 

𝑝1𝑉1
𝑇1

=
𝑝2𝑉2
𝑇2

= 𝐶 

wobei die Größe 𝐶 eine Konstante ist. Diese letzte Gleichung heißt ideale Gasgleichung.   

Die Größen, mittels derer der Zustand von thermodynamischen Systemen (wie z.B. Gasen) beschrieben 

wird, heißen allgemein Zustandsgrößen. Man unterscheidet allgemein extensive und intensive 

Zustandsgrößen.  

Eine extensive Zustandsgröße ist eine Zustandsgröße, die von der Größe des Systems abhängt. Teilt 

man das System in Subsysteme, so ändert sich die extensive Größe entsprechend der Größe des 

Subsystems. 

Beispiele für extensive Zustandsgrößen sind z.B. Volumen, Masse oder Teilchenanzahl. 

𝑉1, 𝑇1, 𝑝1 𝑉1
′, 𝑇2, 𝑝1

𝑉2, 𝑇2, 𝑝2

Isobare Erwärmung Isotherme Kompression
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Eine intensive Zustandsgröße hängt nicht von der Größe des Systems ab. Bei Unterteilung des 

Systems in Subsysteme ändert sie sich nicht. 

Beispiele für intensive Zustandsgrößen sind z.B. Druck oder Temperatur.  

Die Konstante 𝐶, die in der idealen Gasgleichung auftaucht, ist als Produkt aus einer intensiven und 

einer extensiven Zustandsgröße selbst extensiv. Man kann sie also beispielsweise auf die Masse des 

Systems beziehen: 

𝐶 = 𝑚𝐺𝑎𝑠𝑅𝑠 

𝑅𝑠 nennt man dann die spezifische Gaskonstante. 𝑅𝑠 ist abhängig von der Art des betrachteten Gases.  

Damit erhält man für die Zustandsgleichung des idealen Gases: 

𝑝 𝑉 = 𝑚𝐺𝑎𝑠 𝑅𝑠 𝑇 

Man kann die die Konstante 𝐶 auch auf die Teilchenzahl des Gases beziehen. Dann erhält man: 

𝑝𝑉 = 𝐶𝑇 = 𝑁 
𝐶

𝑁𝐴 
𝑇 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 

Hierfür nutzt man die Boltzmann Konstante 𝑘𝐵. Diese hat den Wert: 

𝑘𝐵 = 1.38 × 10
−23

𝐽

𝐾
 

Die Teilchenzahl 𝑁𝐴 wird manchmal in der Einheit 𝑀𝑜𝑙 angegeben, wobei ein 𝑀𝑜𝑙 eines Stoffes aus 

6,022 × 1023 Teilchen besteht (s. Abschnitt 1.4.4). Diese Zahl heißt auch Loschmidt oder Avogadro 

Zahl: 

𝑁𝐴 = 6,022 × 1023 

Setzt man dies in die Zustandsgleichung für ideale Gase ein, so ergibt sich folgende Formulierung: 

𝑝 𝑉 = 𝜈 𝑅 𝑇 

Dabei ist 𝑅 die allgemeine Gaskonstante 

𝑅 = 𝑁𝐴𝑘𝐵 = 8.3166  
𝐽

𝑀𝑜𝑙 𝐾
 

und 𝜈 ist die Anzahl der Mole des betrachteten Gases. 

3.3.4 Die Kinetische Gastheorie 

Wenn man ein Gas in einem rechteckigen Kasten betrachtet, sieht man, wie in Abbildung 83 kleine 

Kugeln, die sich scheinbar regellos im Kasten hin und her bewegen, und miteinander und mit den 

Wänden des Kastens kollidieren. Mittels elektromagnetischer Wechselwirkung beeinflussen sich die 

Partikel aber auch über endliche Abstände hinweg.  
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Abbildung 83: Zur Modellvorstellung eines Gases in einem abgeschlossenen Volumen 

Die Wechselwirkung der Partikel untereinander hängt von der Ausdehnung der Partikel (auch deren 

Form) und ihrer Geschwindigkeit und Dichte (Entfernung der Partikel) untereinander ab. Das Bild einer 

solchen Molekülbewegung wird z.B. bestätigt durch Beobachtung der Bewegung von Blütenpollen in 

einer Flüssigkeit (Brownsche Molekularbewegung).  

Man kann nun nicht einfach basierend auf Newtons Axiomen das Verhalten von einer großen Anzahl 

von Partikeln berechnen, weil die Formeln zu kompliziert werden oder sogar prinzipiell nicht lösbar 

sind. Auch fehlen im Moment noch ein tieferes Verständnis der Wahrscheinlichkeitstheorie und der 

elektromagnetischen Wechselwirkungen. Zusätzlich lässt sich das Verhalten solcher Systeme oft nicht 

klassisch beschreiben, d.h. ein Verständnis der Quantenmechanik ist notwendig. Dennoch ist ein 

Einblick in die mikroskopischen Vorgänge auf einfachem Niveau möglich. Wir betrachten ein „ideales 

Gas“. Um ein ideales Gas zu charakterisieren, wurden im empirischen Ansatz die makroskopischen 

Parameter Druck 𝑝, Volumen 𝑉 und die Temperatur 𝑇 benutzt. Die Temperaturmessung (z.B. über die 

Volumenausdehnung eines Gases) und die Volumenmessung wurde bereits in Abschnitt 3.1 

gesprochen.  

3.3.4.1 Druck 

Die physikalische Größe Druck wurde bereits im Zuge der Mechanik eingeführt und auch im 

Zusammenhang mit Aerostatik und Aerodynamik in ihrer Auswirkung diskutiert. Man kann sich nun 

die Frage stellen, ob man diese Kraft auch in einem mikroskopischen Bild erklären kann. 

Dazu betrachtet man ein in einen Zylinder mit beweglichen Kolben eingesperrtes Gas (s. Abbildung 

84). Die Gaspartikel, hier dargestellt durch orangene Kugeln, sind in ständiger Bewegung. Die 

Gravitation zieht den Kolben nach unten, aber es wirkt eine Gegenkraft, die den Kolben auf einer 

bestimmten Höhe hält. Wenn die Gaspartikel auf den Kolben stoßen, so erfolgt ein Impulsübertrag auf 

den Kolben, der nach oben gerichtet ist, d.h. die Gaspartikel üben eine Kraft auf den Kolben aus, welche 

die Gravitationskraft kompensiert. Wie berechnet man nun diese Kraft? 

 

𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝑎 

𝑏 

𝑐 
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Abbildung 84: Zur Herleitung des Drucks aus einem mikroskopischen Modell 

Dazu nutzt man das Wissen aus der Behandlung der Stoßgesetze in der Mechanik. Man betrachtet den 

Behälter, der mit einem beweglichen (reibungsfrei gelagerten) Kolben verschlossen ist. Der Kolben 

wird von den Gaspartikeln gestoßen, die dabei ihren Impuls ändern. Bei Annahme eines zentralen, 

elastischen Stoßes auf den Kolben gilt für die Impulse vor 𝑝1  und nach 𝑝2  dem Stoß (s. Abschnitt 

2.2.2.1):   

𝑝1 + 𝑝2 = 0  ⇒    𝑝1 = −𝑝2 

Die Impulsänderung des Gaspartikels beträgt also: 

∆𝑝 = 2 𝑝1 = 2 𝑚�⃗�1 

Hier ist 𝑚  die Gaspartikelmasse, �⃗�1  die Geschwindigkeit des Gaspartikels vor dem Stoß mit dem 

Kolben.  

Es wird also der Impuls 2 𝑚�⃗�1 auf den Kolben übertragen und es wirkt somit eine Kraft auf ihn. Die 

Anzahl der Stöße, und damit die Kraft, ist bei homogener Dichte des Gases proportional zur Fläche des 

Kolbens.      

𝐹 = 𝑝 𝐴 ⇒ 𝑝 =
𝐹

𝐴
 

Die Proportionalitätskonstante ist der Druck 𝑝 (hier nicht verwechseln mit dem kinetischen Impuls des 

Gaspartikels 𝑝1).  

Wenn man sich die Bewegung der Partikel auf einer kleinen Orts- und/oder Zeitskala anschaut, ist die 

Anzahl der Stöße zeitlich nicht konstant, sondern es treten statistische Fluktuationen auf. Aber bei der 

großen Anzahl der betrachteten Gaspartikel (6 ∙ 1023) sind diese Fluktuationen im Druck 

vernachlässigbar klein. 

Wenn man das Gas um ein infinitesimales Volumen komprimieren will, dann muss gegen die vom Gas 

auf den Kolben ausgeübte Kraft Arbeit geleistet werden:  

𝑑𝑊 = 𝐹(−𝑑𝑥)⏟    
𝑑𝑥<0 𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑟 𝐾𝑜𝑙𝑏𝑒𝑛
ℎ𝑒𝑟𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑔𝑒𝑑𝑟ü𝑐𝑘𝑡  𝑖𝑟𝑑

= −𝑝 𝐴 𝑑𝑥 = −𝑝 𝑑𝑉 

Die Kraft 𝐹  ergibt sich aus dem Impulsübertrag eines einzelnen Gaspartikels multipliziert mit der 

Anzahl der Stöße auf den Kolben pro Zeit ℵ/∆𝑡. Dazu betrachtet man die Impulskomponente des 

Partikels senkrecht zur Kolbenfläche: 

𝐹 =   
2 𝑝1𝑥 ℵ

    ∆𝑡
=  
2𝑚𝑣1𝑥 ℵ

∆𝑡
 

𝐹𝑔

�⃗�1𝑥 

𝑥 
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Für die Anzahl der Stöße folgt man der Annahme, dass sich im Volumen V insgesamt N Atome befinden, 

d.h. die Dichte 𝑛 (Partikel pro Volumen) beträgt: 

𝑛 =
𝑁

𝑉
 

Während des Zeitintervalls ∆𝑡 treffen nur solche Moleküle auf den Kolben, die sich innerhalb einer 

Entfernung 𝑑 ≤  𝑣𝑥 ∆𝑡  zur Kolbenoberfläche befinden, d.h. solche, die sich im Volumen ∆𝑉 =

𝑣𝑥 ∆𝑡 𝐴 befinden. Also stoßen im Zeitintervall ∆𝑡: 

ℵ = 𝑛  𝑣𝑥∆𝑡 𝐴 

Gaspartikel gegen den Kolben. Der Gesamtimpulsübertrag auf den Kolben ist dann: 

𝛥𝑃 = (𝑛 𝑣𝑥𝛥𝑡 𝐴)(2𝑚𝑣𝑥) 

Und der Impulsübertrag pro Zeit, der die auf den Kolben wirkende Kraft beschreibt: 

𝛥𝑃

𝛥𝑡
= (𝑛 𝑣𝑥 𝐴)(2𝑚𝑣𝑥) = 𝐹 

Daraus ergibt sich der Druck 𝑝 auf die Kolbenoberfläche zu: 

𝐹

𝐴
= 𝑝 = 2 𝑛 𝑚 𝑣𝑥

2 

3.3.4.2 Maxwell-Boltzmann Geschwindigkeitsverteilung 

Experimentell stellt man schnell fest, dass die Gaspartikel unterschiedliche Geschwindigkeiten haben. 

Die Geschwindigkeitsverteilung folgt einer Gesetzmäßigkeit, die zuerst von James Clerk Maxwell und 

Ludwig Boltzmann 1860 erstmals hergeleitet wurde. Diese ist in Abbildung 85 dargestellt. Man 

erkennt, dass es stets nur eine gewisse Wahrscheinlichkeit ℘ gibt, ein Partikel mit einer bestimmten 

Geschwindigkeit anzutreffen. Zudem erstrecken sich deren Geschwindigkeitswerte beginnend bei 

0 𝑚/𝑠 über einen großen Bereich. Um in der Herleitung des Gasdrucks voranzuschreiten, nimmt man 

daher den Mittelwert der Geschwindigkeiten ⟨𝑣𝑥⟩aller Partikel, den man aus der Maxwell-Boltzmann 

Geschwindigkeitsverteilung erhält. Dieser Mittelwert hängt zudem stark von der Temperatur des 

betrachteten Gases ab, wie ebenfalls in Abbildung 85 dargestellt.  

 

Abbildung 85: Zur Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung 
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Zudem bewegen sich statistisch jeweils eine Hälfte der Partikel in die positive bzw. in die negative 𝑥-

Richtung. Das bedeutet für den Druck auf den Kolben aus Abbildung 84: 

𝑝 =
1

2
(2 𝑛 𝑚 ⟨𝑣𝑥

2⟩) = 𝑛 𝑚 ⟨𝑣𝑥
2⟩ 

Unter Vernachlässigung der Gravitation sind alle drei Raumrichtungen äquivalent. Darum erwartet 

man außerdem: 

⟨𝑣𝑥
2⟩ = ⟨𝑣𝑦

2⟩ = ⟨𝑣𝑧
2⟩ 

Dies bedeutet, dass der Druck auf die Zylinderwände ist der gleiche wie der auf den Kolben. Man kann 

zeigen, dass: 

⟨𝑣𝑥
2⟩ =

1

3
(⟨𝑣𝑥

2⟩ + ⟨𝑣𝑦
2⟩ + ⟨𝑣𝑧

2⟩) =
1

3
⟨𝑣2⟩ 

Dann kann man den Druck für alle Richtungen (d.h. den Druck auf Kolben und Zylinderwand oder, 

allgemeiner, den Druck in einem Behälter auf alle dessen Wände) schreiben als: 

𝑝 =
2

3
𝑛 (
𝑚⟨𝑣2⟩

2
) 

Der Term in Klammern ist die mittlere kinetische Energie der Partikel. Dabei sollte erwähnt werden, 

dass bis jetzt die Partikel ohne innere Freiheitsgrade angenommen wurden, also für deren kinetische 

Energie nur die Translationsbewegung berücksichtigt ist20. Multipliziert man beide Seiten der obigen 

Gleichung mit 𝑉, so folgt 

𝑝 𝑉 =
2

3
𝑁 (

𝑚⟨𝑣2⟩

2
)

⏟      
𝑢

=
2

3
𝑈 

Im Fall des idealen Gases ist 𝑈 = 𝑁 ∙ 𝑢 die Gesamtenergie des Gases, die hier nur aus kinetischer 

Energie besteht. 𝑢 ist die mittlere kinetische Energie eines Gaspartikels. Der Druck hängt also von der 

inneren Energie des Gases ab. Man kann schreiben: 

𝑝 =
2

3

𝑈

𝑉
 

Der Druck ist proportional zur inneren Energiedichte. Führt man dem System Energie zu, z.B. indem 

man Arbeit an ihm verrichtet, so erhöht sich der Druck. Bei reversiblen Prozessen wird die gesamte 

an dem System geleistete Arbeit in Bewegungsenergie der Gaspartikel umgesetzt. 

Um auch den Fall zu berücksichtigen, das die Gaspartikel innere Freiheitsgrade (z.B. der Rotation) 

aufweisen können, führt man eine Konstante 𝛾 ein und schreibt:   

𝑝 𝑉 = (𝛾 − 1)𝑈 

Für ein ideales Gas mit nur translatorischen Freiheitsgraden gilt offensichtlich 𝛾 =  5/3. 

 
20 Rotationen und Schwingungen wurden hier erst einmal ausgeschlossen. Das ist eine gute Näherung 

für einatomige Gase (𝐻𝑒,  𝑁𝑒) und für hohe Temperaturen. Rotationen und Schwingungen treten bei 

mehratomigen Gasmolekülen (z.B. Luft 𝑁2 +  𝑂2) auf. Man spricht dann von inneren Freiheitsgraden 

der Gaspartikel. 
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3.3.4.3 Innere Energie und Temperatur 

In der idealen Gasgleichung war 𝑝 𝑉   proportional zur Temperatur. Also besteht offensichtlich ein 

Zusammenhang zwischen der inneren Energie 𝑈 und der Temperatur 𝑇: 

𝑝 𝑉 =
2

3
𝑈 = 𝜈 𝑅 𝑇 =

2

3
𝑁 (
1

2
𝑚⟨𝑣2⟩) 

Dieser Zusammenhang soll nun etwas näher untersucht werden. Die Beziehung zwischen der Molzahl 

𝜈 und der Anzahl der Gaspartikel lautet 𝑁 =  𝜈 𝑁𝐴 , wobei 𝑁𝐴  die Avogardozahl ist. Damit ergibt sich: 

𝜈 𝑅 𝑇 =
2

3
𝑁 (
1

2
𝑚⟨𝑣2⟩) =

2

3
𝑁𝐴 𝜈 (

1

2
𝑚⟨𝑣2⟩) 

𝑅

𝑁𝐴
𝑇 =

2

3
(
1

2
𝑚⟨𝑣2⟩) ⇒

1

2
𝑚⟨𝑣2⟩ =

3

2

𝑅

𝑁𝐴
𝑇 =

3

2
𝑘𝐵𝑇 

𝑅

𝑁𝐴
= 𝑘𝐵 = 1.38 × 10

−23 
𝐽

𝐾
 

Nach dem so genannten Gleichverteilungssatz ist die Energie gleichmäßig auf alle Freiheitsgrade, in 

diesem Fall die translatorischen Freiheitsgrade, verteilt, d.h.: 

1

2
𝑚 ⟨𝑣𝑥

2⟩ =
1

2
𝑚 ⟨𝑣𝑦

2⟩ =
1

2
𝑚 ⟨𝑣𝑧

2⟩ =
1

2
𝑘𝐵𝑇 

Der obige Beitrag zur inneren Energie entspricht dem Beitrag der Translation der Gaspartikel bzw. der 

Schwerpunktsbewegung, wie dies bereits bei einem System von Massenpunkten in Abschnitt 2.2.1.2 

eingeführt wurde. 

Aber auch die interne Bewegung, wie Rotation oder Schwingung des Gasmoleküls, trägt zur inneren 

Energie bei. Für jeden zusätzlichen Freiheitsgrad entspricht der zusätzliche Beitrag zur inneren Energie 
1

2
 𝑘𝐵𝑇. Besteht ein Molekül aus 𝑟 Atomen, so ergeben sich 𝑓 =  3 𝑟  Freiheitsgrade. Entsprechend 

ergibt sich die innere Energie pro Partikel zu: 

𝐸𝑘𝑖𝑛 =
𝑈

𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑘𝑒𝑙𝑧𝑎ℎ𝑙
=
𝑟

2
𝑘𝐵𝑇 

Und folglich die Konstante 𝛾 allgemein zu: 

𝛾 =
2

𝑟
+ 1 =

2 + 𝑟

𝑟
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3.4 ZUSTANDSÄNDERUNGEN UND 1. HAUPTSATZ 
Es sollen nun Zustandsänderungen, d.h. Änderungen der thermodynamischen Variablen, betrachtet 

werden und die Auswirkung dieser Änderungen auf die innere Energie 𝑈.   Betrachten wir unter diesem 

Gesichtspunkt eine adiabatische Zustandsänderung. Eine adiabatische Zustandsänderung ist ein 

Prozess, der ohne Wärmeverlust oder Wärmezufuhr abläuft.  

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, hängt 𝑈  von 𝑝  und 𝑉  ab. 𝑈  ist also eine Funktion zweier 

Variablen. Man kann 𝑈 also auf zwei Arten ändern: 

1. Man lasse 𝑉 konstant und ändere 𝑝. Für eine infinitesimale Änderung von 𝑝 ergibt sich die 

Änderung von 𝑈 zu: 

𝑑𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕𝑝
𝑑𝑝 

2. Man lasse 𝑝 konstant und ändere 𝑉. Für eine infinitesimale Änderung von 𝑝 ergibt sich die 

Änderung von 𝑈 zu: 

𝑑𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕𝑉
𝑑𝑉 

Wenn man beide Größen (𝑝, 𝑉) ändert, ergibt sich: 

𝑑𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕𝑝
𝑑𝑝 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉
𝑑𝑉 

Berücksichtigt man die Anzahl der Freiheitsgrade aus der kinetischen Gastheorie, so erhält man: 

𝑈 =
𝑝𝑉

𝛾 − 1
 

Damit folgt: 

𝜕𝑈

𝜕𝑉
=

𝑝

𝛾 − 1
   

Und: 

 
𝜕𝑈

𝜕𝑝
=

𝑉

𝛾 − 1
 

Und damit: 

𝑑𝑈 =
1

𝛾 − 1
(𝑝 𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑝) = −𝑝 𝑑𝑉 

Der letzte Schritt ergibt sich aus der Tatsache, dass für eine adiabatische Zustandsänderung die 

Änderung der inneren Energie nur durch am Gas geleistete Arbeit geleistet werden kann. Durch 

algebraische Umformung der letzten Gleichung erhält man: 

𝑉 𝑑𝑝 = −𝛾 𝑝 𝑑𝑉 ⇒ 𝛾 
𝑑𝑉

𝑉
+
𝑑𝑝

𝑝
= 0 

Und daraus: 

𝛾 𝑑(𝑙𝑛 𝑉) + 𝑑(𝑙𝑛 𝑝) = 0 
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Durch Integration der letzten Gleichung ergibt sich: 

𝛾 𝑙𝑛 𝑉 + 𝑙𝑛 𝑝 = 𝑙𝑛 𝑐   ⇒   𝑙𝑛 𝑉𝛾 + 𝑙𝑛 𝑝 = 𝑙𝑛 𝑐 

Und schließlich: 

𝑙𝑛(𝑉𝛾  𝑝) = 𝑙𝑛 𝑐 ⇒ 𝑝 𝑉𝛾 = 𝑐 

Bei adiabatischen Zustandsänderungen bleibt das Produkt 𝑝 𝑉𝛾  konstant. Bei isothermen 

Zustandsänderungen war das Produkt 𝑝𝑉 konstant (s. Abschnitt 3.3.3). 

Mit Hilfe eines einfachen atomistischen Bilds in Form der kinetischen Gastheorie konnte eine 

Verbindung zwischen bekannten mechanischen Größen wie Geschwindigkeit und kinetischer Energie 

und thermodynamischen Zustandsgrößen wie Druck und Temperatur geschaffen werden. Im Rahmen 

dieses Bildes kann der erste Hauptsatz der Thermodynamik verstanden werden. 

1. Hauptsatz (Energieerhaltung) 

Die innere Energie eines Systems kann durch Zufuhr von Wärme ∆𝑄 oder mechanischer Arbeit ∆𝑊 

erhöht werden. Es gilt: 

𝛥𝑈 = 𝛥𝑄 + 𝛥𝑊 

Das ist der aus der Mechanik bekannte Energieerhaltungssatz, erweitert um den Begriff der Wärme, 

der im Rahmen der kinetischen Gastheorie mit einer mechanischen Energie (kinetische Energie der 

Gaspartikel) in Verbindung gebracht wurde. Wärme kann z.B. durch Kontakt mit einem Wärmebad 

oder auch durch eine elektrische Heizung zugeführt werden.  
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3.5 KREISPROZESSE UND 2. HAUPTSATZ 
Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik ist hingegen von mechanischen Gesetzen allein nicht herleitbar. 

Hierzu lohnt es sich, diesen zunächst, empirisch motiviert, zu postulieren und dann zu erörtern. 

2.  Hauptsatz (Entropie) 

Thermodynamische Systeme streben immer einen Gleichgewichtszustand an. Treibende Ursache ist 

die Entropie. 

oder 

Es ist unmöglich Wärme vollständig in Arbeit umzuwandeln 

Hinter der ersten Formulierung des 2. Hauptsatz steckt die Tatsache, dass ein Gleichgewichtszustand 

wahrscheinlicher ist als ein Nichtgleichgewichtszustand. Wenn zwei Objekte unterschiedlicher 

Temperatur in Kontakt gebracht werden, ist es wahrscheinlicher, dass beide die gleiche Temperatur 

annehmen als dass eine Temperaturdifferenz erhalten bleibt. Das gleiche gilt für zwei Objekte gleicher 

Temperatur. Es ist unwahrscheinlich, dass Nettoenergie von dem einen Objekt zum anderen fließt und 

sich spontan eine Temperaturdifferent einstellt. Da ein thermodynamisches Objekt aus einer großen 

Zahl von Teilobjekten (z.B. Gaspartikeln) besteht, nähern sich die Wahrscheinlichkeiten einer 

Gewissheit an. Abweichungen vom 2. Hauptsatz sind noch nie beobachtet worden. In der statistischen 

Physik ist die Entropie ein Maß für die Wahrscheinlichkeit eines Zustands und lässt sich in diesem Zuge 

auch mathematisch besser beschreiben. 

Die zweite Formulierung des 2. Hauptsatzes soll nun im Folgenden genauer untersucht werden. Man 

kann zwar nach dem 2. Hauptsatz Wärme nicht vollständig in Arbeit umwandeln, aber man kann eine 

Temperaturdifferenz zwischen zwei Objekten nutzen, um einen Teil der Wärme des heißeren Objekts 

in Arbeit umzuwandeln. Periodisch arbeitende Vorrichtungen, die unter Ausnutzung einer 

Temperaturdifferenz Wärmeenergie in mechanische Arbeit umwandeln, nennt man 

thermodynamische Maschinen. Die technische Umsetzung solcher Maschinen sind uns in Form von 

Verbrennungsmotoren, Kühlaggregaten, aber auch Wärmepumpen gut bekannt.  

Um eine periodische arbeitende Vorrichtung zu erhalten, lässt man einen sogenannten Kreisprozess 

ablaufen, d.h. ein thermodynamisches System (z.B. ein Gas) wird verschiedenen Zustandsänderungen 

unterworfen, wobei der Anfangs- und Endzustand identisch sind. Zur Vereinfachung beschränkt man 

sich zuerst auf ideale Gase und reversible Prozesse. Reale thermodynamische Maschinen werden 

damit nur näherungsweise beschrieben, sollen aber am Ende in Abschnitt 3.5.6 nochmal näher 

betrachtet werden.  

Die Zustandsänderungen können in so genannten Zustandsdiagrammen dargestellt werden, wie am 

Beispiel in Abbildung 86 gezeigt. Hier betrachtet man einen Kreisprozess im abgebildeten 𝑝𝑉 - 

Diagramm.  

Eine experimentelle Realisierung der Zustandsänderungen erfolgt z.B. durch einen Behälter, der ein 

ideales Gas enthält, das durch einen beweglichen Kolben komprimiert und expandiert werden kann. 

Der Kreislaufprozess kann in zwei Richtungen durchlaufen werden, rechts- oder linksläufig. 
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Abbildung 86: Rechtsläufiges 𝑝𝑉-Zustandsdiagramm 

3.5.1 Rechtsläufige Prozesse 

Man betrachte das Beispiel in Abbildung 86. Die geleistete Arbeit bei Änderung des Zustands von 𝑍1 

nach 𝑍2 sei 𝑊1→2, die von 𝑍2 nach 𝑍3 sei 𝑊2→3, und die von 𝑍3 nach 𝑍1 sei 𝑊3→1 .   

Zuerst wird das Gas komprimiert (𝑍1 →  𝑍2). Dabei wird dem System Arbeit zugeführt, deren Betrag 

der Fläche unter der schwarzen Kurve entspricht, die 𝑍1 und 𝑍2 verbindet.  

Bei der folgenden Expansion (𝑍2 →  𝑍3  und 𝑍3 →  𝑍1 ) leistet das System Arbeit. Der Betrag der 

geleisteten Arbeit entspricht der Fläche unter den schwarzen Kurven, die 𝑍2  mit 𝑍3  und 𝑍3  mit 𝑍1 

verbinden. Dieser Betrag ist größer als der dem System zugeführte Betrag an Arbeit, und somit leistet 

das System beim Durchlaufen des Kreisprozesses Nettoarbeit an seiner Umgebung. Die gesamte von 

System abgegebene Arbeit beträgt: 

𝛥𝑊 = 𝑊1→2 −𝑊2→3 −𝑊3→1 < 0 

Da die innere Energie des Systems nach Durchlaufen des Kreisprozesses unverändert ist, muss die 

abgegebene Arbeit bei Durchführung des Prozesses durch aufgenommene Wärme kompensiert 

worden sein. Die Maschine wandelt folglich Wärme in Arbeit um! 

3.5.2 Linksläufige Prozesse 

Hierzu betrachtet man das 𝑝𝑉- Diagramm in Abbildung 87. In diesem Fall ist die Kompressionsarbeit 

𝛥𝑊𝐾 = 𝑊1→3 +𝑊3→2 

größer als die bei der Entspannung abgegebene Arbeit: 

𝛥𝑊𝐸 = 𝑊2→1 

Insgesamt gilt: 

𝛥𝑊 = 𝑊1→3 +𝑊3→2 −𝑊2→1 > 0 

Da die innere Energie nach Durchlauf des Kreisprozesses wieder unverändert ist, muss die 

aufgenommene Arbeit in Wärme umgewandelt und beim Entspannungsprozess abgegeben worden 

sein. Die Maschine wandelt folglich Arbeit in Wärme um! 

𝑉
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Abbildung 87: Linksläufiges 𝑝𝑉-Zustandsdiagramm 

Die der Funktion der Maschine zugrundeliegenden Kreisprozesse müssen aus mindestens zwei 

Zustandsänderungen bestehen, deren Flächen unter der 𝑝(𝑉)  – Kurve sich bei Kompression bzw. 

Expansion voneinander unterscheiden.  

3.5.3 Wirkungsgrad einer Wärmekraftmaschine 

Wieviel der aufgenommenen Wärme bei einem rechtsläufigen Prozess in Arbeit umgewandelt werden 

kann bestimmt den Wirkungsgrad einer Wärmekraftmaschine. Dieser bilanziert sich analog zum 

Wirkungsgrad, welcher in Abschnitt 2.1.5.3 eingeführt wurde, jedoch sind die Energieformen hier 

andere. 

Einer Wärmekraftmaschine wird thermische Energie (Wärme) 𝑄𝑧𝑢  zugeführt, die von dieser in 

mechanische Energie 𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ umgewandelt wird. Die nicht umgewandelte Restwärme 𝑄𝑎𝑏 wird 

abgegeben 

  

Abbildung 88: Zum Wirkungsgrad einer Wärmekraftmaschine 

Der Wirkungsgrad 𝜂 wird definiert als das Verhältnis von geleisteter Arbeit der Maschine zu der der 

Maschine zugeführten (thermischen) Energie: 

𝜂 =
𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ
𝑄𝑧𝑢

 

3.5.4 Leistungszahl  

Eine weitere Kenngröße in diesem Zusammenhang ist die Leistungszahl. Eine Wärmepumpe nimmt 

Wärme 𝑄𝑧𝑢 aus einer Umgebung mit Temperatur 𝑇1 auf und gibt die Wärmemenge 𝑄𝑎𝑏 an eine 

andere Umgebung mit Temperatur 𝑇2 ab. Zum Betrieb wird die mechanische Energie (Arbeit) 𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ 

𝑉
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zugeführt (s. Abbildung 89). Die Wärmepumpe funktioniert somit als Heizung. Für diesen Betrieb 

erwartet man folgerichtig üblicherweise 𝑇1 <  𝑇2.  

 

Abbildung 89: Zur Definition der Leistungszahl einer Wärmepumpe 

Die Leistungszahl Λ ist definiert als das Verhältnis von abgegebener Wärmemenge zur eingesetzten 

mechanischen Arbeit: 

Λ𝑊𝑃 =
𝑄𝑎𝑏
𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ

 

 

Eine Kältemaschine arbeitet im Prinzip wie eine Wärmepumpe, aber mit dem umgekehrten Zweck, 

nämlich einen Teil der Umgebung zu kühlen (s. Abbildung 90). Deshalb ist die Leistungszahl anders 

definiert als im Fall der Wärmepumpe. Die Leistungszahl einer Kältemaschine ist das Verhältnis von 

aufgenommener Wärme zur zugeführten mechanischen Arbeit: 

Λ𝐾 =
𝑄𝑧𝑢
𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ

 

 

 

Abbildung 90: Zur Definition der Leistungszahl einer Kältemaschine 

3.5.5 Der Carnot Kreisprozess 

Es soll jetzt ein Kreisprozess betrachtet werden, der geeignet ist Wärme in Arbeit umzuwandeln. Es 

wird sich zeigen, dass es keinen Kreisprozess mit einem höheren Wirkungsgrad geben kann. Dazu 

betrachtet man zwei Wärmereservoirs (die ihre Temperatur im Betrieb nicht ändern) 1 und 2 wobei 

𝑇1 >  𝑇2 sein soll.  

Wärme ∆𝑄1 fließt von 1 nach 2 und ein Teil der Wärme wird in Arbeit ∆𝐴 umgewandelt, der andere 

Teil der Wärme ∆𝑄2 wird an das kältere Reservoir abgegeben, d.h.: 

𝛥𝑄1 = 𝛥𝑄2 + 𝛥𝑊    

 

WP𝑄𝑎𝑏

𝑄𝑧𝑢

𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ

K𝑄𝑎𝑏

𝑄𝑧𝑢

𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ
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Oder: 

𝛥𝑊 = 𝛥𝑄1 − 𝛥𝑄2 

Die Maschine, die diesen Prozess durchführt, soll möglichst effizient arbeiten, d.h. das Verhältnis von 

(Δ𝑊/Δ𝑄1) soll maximal sein. Effekte durch Reibung werden ausgeschlossen und alle Bewegungen (der 

Maschine) sollen so langsam sein, dass das thermische Gleichgewicht zu jedem Zeitpunkt erhalten 

bleibt.  

Setzt man dies voraus, so kann man die bisher gewonnenen Gleichungen (z.B. für das ideale Gas) 

verwenden und jede Zustandsänderung bei Ablauf des Kreisprozesses wieder reversibel rückgängig 

machen.  

Die Maschine besteht also aus 2 Wärmebädern mit Temperatur 𝑇1  und 𝑇2 , einem Zylinder mit 

beweglichem Kolben, der mit einem idealen Gas gefüllt ist (s. Abbildung 91). Die Maschine arbeitet 

reversibel. Es werden vier Zustandsänderungen durchlaufen wie in Abbildung 91 dargestellt. 

 

Abbildung 91: Schematische Darstellung der Kolbenbewegung beim Carnot-Kreisprozess um ein Referenzvolumen 𝑉𝑅 

Für eine reversible Maschine setzt man voraus: 

1. Der bewegliche Kolben ist reibungsfrei gelagert, d.h. - der Kolben ist durch beliebig kleine 

Kräfte in beide Richtungen beweglich 

2. Man nutzt beliebig kleine Temperaturdifferenzen für den Wärmeaustausch 

Bei großen Temperaturdifferenzen kommt es zu Nicht-Gleichgewichtszuständen mit undefinierten p 

und T. Damit wären die Prozessschritte im Einzelnen nicht mehr reversibel.  

Nun betrachtet man die Zustandsänderungen bei den vier Schritten im Einzelnen. Die 

Zustandsänderungen werden in einem Zustandsdiagramm ( 𝑝𝑉 -Diagramm ) in Abbildung 92 

dargestellt, auf dessen Achsen der Gasdruck 𝑝 und das Gasvolumen 𝑉 dargestellt sind. Die Zustands-

änderungen erfolgen adiabatisch (kein Austausch von Wärme) oder isotherm (bei konstanter 

Temperatur). Adiabatische Änderungen führen zu einem steileren Abfall des Drucks als isotherme 

𝑍1 𝑍2 𝑍3 𝑍4

𝑇1

𝑇2

𝑇1

𝑇2

𝑇1

𝑇2

𝑇1

𝑇2
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Änderungen wegen 𝑝 𝑉 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.   bei den isothermen Zustandsänderungen gegenüber  

𝑝 𝑉𝛾 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (𝛾 >  1) bei den adiabatischen Zustandsänderungen. 

 

Abbildung 92: Darstellung des Carnot-Kreisprozess im 𝑝𝑉-Diagramm 

Die Zustandsänderungen sind die Folgenden: 

1. Das Gas expandiert (1 → 2) und leistet Arbeit. Um eine Abkühlung des Gases zu verhindern 

wird Wärme von Reservoir 1 (𝑇1) nachgeliefert. Während des Prozesses ist 𝑇 =  𝑇1 konstant. 

2. Das Gas expandiert weiter (2 → 3), aber adiabatisch, d.h. das Gas kühlt ab auf 𝑇2 (𝑑𝑈 = 𝑑𝑊). 

3. Das Gas wird isotherm komprimiert (3 →  4), die entstehende Wärme wird an das Reservoir 2 

(𝑇2) abgegeben. Während des Prozesses ist 𝑇 =  𝑇2 konstant.  

4. Das Gas wird adiabatisch komprimiert bis die Temperatur 𝑇1 erreicht ist, wobei 𝑝𝑉𝛾 konstant 

ist.  

Alle Kreisprozessschritte werden reversibel durchgeführt. Man kann den Prozess also auch umgekehrt 

ablaufen lassen. In einem Fall leistet das Gas Arbeit, in dem anderen Fall leisten man Arbeit am Gas. 

Die geleistete Arbeit 𝑊 ergibt sich aus dem geschlossenen Wegintegral im 𝑝𝑉 − 𝐷𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚𝑚  (von 1 

nach 2 nach 3 nach 4 und wieder zurück nach 1).  

𝑊 = ∮𝑝 𝑑𝑉 

Die vier Beiträge (für jede Zustandsänderung einer) sollen jetzt berechnet werden. 

1. Isotherme Ausdehnung von 1 → 2. Während der isothermen Ausdehnung nimmt das Gas die 

Wärmemenge 𝑄1 auf, die der geleisteten Arbeit entspricht, da sich die innere Energie 𝑈 des 

Gases nicht ändert.  

𝑝 𝑉 = 𝑁 𝑘𝐵𝑇1  ⇒   𝑝 =
𝑁 𝑘𝐵𝑇1
𝑉

 

𝑄1 = 𝑊 = ∫ 𝑝𝑑𝑉 =
𝑉2

𝑉1

∫  
𝑁𝑘𝐵𝑇1
𝑉

𝑑𝑉
𝑉2

𝑉1

=  𝑁𝑘𝐵𝑇1 𝑙𝑛
𝑉2
𝑉1
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𝑃
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2. Adiabatische Expansion von 2 → 3 ( 𝑝 𝑉𝛾 ist konstant). 

𝑝 𝑉𝛾 = (𝑝 𝑉) 𝑉𝛾−1 

Da 𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 , folgt, dass 𝑁𝑘𝐵𝑇𝑉
𝛾−1 konstant ist. Damit gilt: 

𝑇1𝑉2
𝛾−1

= 𝑇2𝑉3
𝛾−1

 

3. Für die isotherme Kompression gilt entsprechend Schritt 1: 

𝑄2 = ∫ 𝑝𝑑𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇2 𝑙𝑛
𝑉3
𝑉4

𝑉4

𝑉3

 

4. Entsprechend Schritt 2 gilt dann: 

𝑇2 𝑉4
𝛾−1

= 𝑇1 𝑉1
𝛾−1

 

Es soll nun aus diesen erhaltenen Gleichungen der Wirkungsgrad der Carnot Maschine berechnet 

werden. Durch Division der aus Schritt 2 und 4 erhaltenen Gleichungen ergibt sich: 

𝑉3
𝛾−1

𝑉4
𝛾−1  =  

𝑉2
𝛾−1

𝑉1
𝛾−1   ⇒   

𝑉3
𝑉4

 =  
𝑉2
𝑉1

 

Aus Schritt 1 und 3 ergibt sich: 

𝑄1
𝑄2

  =   
𝑇1
𝑇2 

𝑙𝑛  
𝑉2
𝑉1

𝑙𝑛  
𝑉3
𝑉4

   ⇒    
𝑄1
𝑄2

 =  
𝑇1
𝑇2

 

Oder: 

𝑄1
𝑇1

 =  
𝑄2
𝑇2

 

Damit ergibt sich der Wirkungsgrad 𝜂 zu: 

𝜂 =
𝑊𝑚𝑒𝑐ℎ
𝑄1

=
𝑄1 − 𝑄2
𝑄1

= 1 −
𝑄2
𝑄1
= 1 −

𝑇2
𝑇1
=
𝑇1 − 𝑇2
𝑇1

< 1 

3.5.6 Allgemeine Betrachtung über andere Wärmekraftmaschinen 

Abschließend kann man sich nun die Frage stellen, ob es denn eine Wärmekraftmaschine mit einem 

höheren Wirkungsgrad als die Carnot Maschine geben kann, die als ideale Modellvorstellung 

behandelt wurde. 

Der Wirkungsgrad der Carnot Maschine 𝑀𝐶  wurde bisher für ein spezielles Medium, das ideale Gas, 

hergeleitet. Vielleicht gibt es ja eine andere (reale) Maschine 𝑀𝑅 oder ein anderes Medium, das einen 

höheren Wirkungsgrad aufweist, d.h. bei gleicher Wärmeaufnahme 𝑄1 mehr mechanische Arbeit 

𝑊𝑅 >  𝑊𝐶  produziert. 

Zur Klärung dieser Frage soll der schematische Zusammenhang in Abbildung 93 betrachtet werden. 
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Abbildung 93: Schematischer Vergleich der Carnot Maschine 𝑀𝐶  mit einer realen Wärmekraftmaschine 𝑀𝑅 

Der Aufbau besteht aus einer Carnot Maschine 𝑀𝐶  und einer beliebigen anderen 

Wärmekraftmaschine 𝑀𝑅. Wir nutzen die von der Maschine 𝑀𝑅 produzierte Arbeit 𝑊𝑅, um die Carnot 

Maschine rückwärts laufen zu lassen (alle Prozesse in dieser sind reversibel), so dass am Ende keine 

Wärme von Reservoir 1 zu Reservoir 2 übertragen worden ist. Dazu verbraucht man die Arbeit  𝑊.  

Den Rest (𝑊𝑅 −𝑊) nutzt man, um andere Arbeit zu verrichten. Damit wäre der 2. Hauptsatz der 

Thermodynamik verletzt! 21 

Man könnte 𝑊𝑅 sogar vollständig nutzen, um Wärme von Reservoir 2 zu Reservoir 1 zu transportieren, 

und damit Wärme vom kälteren zum wärmeren Körper transportieren ohne Arbeit zu leisten. Da diese 

Betrachtungen vollkommen äquivalent sind, kann man den 2. Hauptsatz auch so formulieren: 

Es gibt keine Wärmekraftmaschine mit einem höheren Wirkungsgrad als die Carnot Maschine. 

Wenn auch 𝑀𝑅  reversibel arbeitet, kann die Carnot Maschine auch keinen höheren Wirkungsgrad 

haben als die Maschine 𝑀𝑅. Es folgt: 

Jede reversibel arbeitende Maschine hat den gleichen Wirkungsgrad, unabhängig von Aufbau und 

Arbeitsmedium. 

Im Gegensatz zur Carnot Maschine sind reale Maschinen offene Systeme, wie z.B. Dampfmaschinen, 

Ottomotoren usw., die ihr Arbeitsmedium nach Durchlaufen eines Kreislaufs austauschen. Da 

geschlossene Systeme einfacher zu fassen sind, simuliert man solche Maschinen in erster Näherung 

durch den Kreisprozess eines idealen Gases im geschlossenen System. 

 
21 Zur Erinnerung: Es ist unmöglich Wärme vollständig in Arbeit umzuwandeln. 
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Vertiefende Informationen zu den Inhalten der Vorlesung finden sich in den folgenden (in der 
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Hinweis 1: 

Es ist weder sinnvoll noch hilfreich, alle diese Bücher vollständig zu lesen. Alle Autoren behandeln im 

Wesentlichen die gleichen Themen und präsentieren dazu die gleichen oder unterschiedliche 

Blickwinkel. Die Aufbereitung und Schreibstile sind unterschiedlich und je nach eigener Präferenz sollte 

man sich das Lehrbuch suchen, mit dem man sich wohl fühlt. 

Hinweis 2: 

Es ist hingegen hilfreich, falls einem ein gedrucktes Buch nicht zusagt, oder man mit diesem Skript oder 

keinem der genannten Lehrbücher klarkommt, sich andere Lösungen zu suchen. Es steht einem frei, 

sich mit den hier präsentierten Inhalten durch verfügbare Quellen im Internet vertraut zu machen (z.B. 

Wikipedia oder Vorlesungsskripte anderer Universitäten). 
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5 ANHANG 

5.1 UMRECHNUNG VON KOORDINATENSYSTEMEN 

5.1.1 Wechsel von kartesischem Koordinatensystem ins Zylinderkoordinatensystem 

Zur Beschreibung der Koordinaten eines Punktes in kartesischen Koordinaten nutzt man die Angabe 

der (𝑥, 𝑦, 𝑧)-Werte. Im Zylinderkoordinatensystem nutzt man stattdessen den Abstand 𝑟 von der 𝑧-

Achse, den Winkel 𝜙 zwischen 𝑥-Achse und 𝑟, sowie der 𝑧-Koordinate beschrieben (s. Abbildung 94).  

 

Abbildung 94: Zur Umrechnung in Zylinderkoordinaten 

In kartesischen Koordinaten hat ein Punkt also die Koordinaten (𝑥, 𝑦, 𝑧), in Zylinderkoordinaten (𝑟, 

𝜙,  𝑧) . Die Beziehungen zwischen den Koordinaten sind durch die folgenden Transformations-

gleichungen gegeben: 

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑;      𝑏𝑧𝑤.       𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ;     𝑏𝑧𝑤.      𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑦

𝑥
) 

𝑧 = 𝑧 

5.1.2 Wechsel von kartesischem Koordinatensystem ins Kugelkoordinatensystem 

In Kugelkoordinaten wird ein Punkt durch die Angabe des Abstands r zum Ursprung, den Drehwinkel 

𝜑  und den Elevationswinkel 𝜃  angegeben. Aus kartesischen Koordinaten lässt sich dies wie folgt 

umrechnen: 

𝑥 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑;      𝑏𝑧𝑤.       𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

𝑦 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑;     𝑏𝑧𝑤.      𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛
𝑧

√𝑥2 + 𝑦2
 

𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜑;        𝑏𝑧𝑤.        𝜑 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(𝑦, 𝑥) 
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Abbildung 95: Zur Umrechnung in Kugelkoordinaten 

5.2 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN 
Zur Auffrischung finden sich hier noch ein paar (alt-)bekannte Relationen am Einheitskreis (s. 

Abbildung 96), welche immer wieder in der Herleitung von Formeln Anwendung finden. 

𝑟2 = 𝑥𝑟
2 + 𝑦𝑟

2 

𝑠𝑖𝑛 𝜑 =
𝑦𝑟
𝑟
;  𝑐𝑜𝑠 𝜑 =  

𝑥𝑟
𝑟

 

sin2𝜑 + cos2𝜑 = 1 =
𝑦𝑟
2

𝑟2
+
𝑥𝑟
2

𝑟2
 

 

Abbildung 96: Zu Relationen am Einheitskreis 
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