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Problem 1. (6 Punkte)

Gegeben sei das Vektorfeld ~v(~r) = (2xy+4, x2 +2) definiert als Funktion des Ortsvektors ~r = (x, y)
auf der zweidimensionalen Ebene.

1. Berechnen Sie das Kurvenintegral ∫
C

~v · d~r

von ~r = (0, 0) nach ~r = (1, 1) entlang folgender zweier Wege:

C1: Direkte Gerade von ~r = (0, 0) nach ~r = (1, 1);
C2: zunächst Gerade von ~r = (0, 0) nach ~r = (0, 1), dann Gerade von ~r = (0, 1) nach ~r = (1, 1).

2. Hängen die Kurvenintegrale vom Weg ab?

3. Ist ~v ein Gradientenfeld? Wenn ja, geben Sie eine Skalarfunktion f an, so dass ~∇f = ~v.

Problem 2. (2 Punkte)

Ein eindimensionaler harmonischer Oszillator erfüllt die DGL

z̈ + ω2z = 0 .

1. Lösen Sie diese DGL durch den Ansatz

z(t) =
1

2
(Aeλt +A∗eλ

∗t) , A, λ ∈ C. (1)

und bestimmen Sie λ. Zeigen Sie, dass z(t) in die Form

z(t) = z0 cosωt+
v0
ω

sinωt (2)

umgewandelt werden kann.

2. Zeigen Sie, dass z(t) in (2) auch in der Form

z(t) = c cos(ωt+ ϕ) .

angegeben werden kann. Wie hängen c, ϕ mit z0, v0 und A zusammen?

Problem 3. (4 Punkte)

Ein eindimensionaler harmonischer Oszillator mit Reibung erfüllt die DGL

z̈ + γż + ω2z = 0 .

1. Lösen Sie diese Gleichung erneut mit dem Ansatz (1) und bestimmen Sie die Konstanten λ
und A.

2. Besprechen Sie die Lösung für drei verschiedene Fälle

(i) γ2 > 4ω2 , (ii) γ2 < 4ω2 , (iii) γ2 = 4ω2 .
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Problem 4. (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass1

1. Für jede Funktion f :
rot ~∇f = 0.

2. Für jeden Vektor ~A:
div rot ~A = 0.

3. Für zwei beliebige Vektoren ~A und ~B:

~∇( ~A · ~B) = ( ~A · ~∇) ~B + ( ~B · ~∇) ~A+ ~B × rot ~A+ ~A× rot ~B .

4. Für jede Funktion f und ein Vektor ~A:

~∇ · (f ~A) = (~∇f · ~A) + f(~∇ · ~A) , rot (f ~A) = frot ~A+ ~∇f × ~A .

5. Bewerten Sie die folgenden Ausdrücke

(i) ~∇
(

1

rn

)
, (ii) ~∇ ·

(
~r

rn

)
, (iii) ~∇×

(
~r

rn

)
, r = |~r| , r 6= 0 , n ∈ N .

6. Zeigen Sie, dass jede Zentralkraft ~F = f(r)~rr konservativ ist.

1Hier rot ~A ≡ curl ~A = ~∇× ~A und ~∇ · ~A ≡ div ~A.
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